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Prólogo

El manual está destinado para las escuelas de enseñanza 
media y los centros docentes medios especializados y con
tiene conceptos, definiciones, fórmulas, teoremas y métodos 
de resolución de los problemas que so incluyen on los cursos 
de matemáticas para la enseñanza modia. Algunos de los 
apartados que integran este libro no forman parte actual
mente del programa escolar, pero son imprescindibles para 

. una mejor comprensión do los fundamentos de las matemáti
cas. Entre ellos cabe señalar: la divisibilidad de los números 
enteros y polinomios, los algoritmos de Elididos, los nú
meros complejos y el teorema fundamental dr»I álgebra, la s  
curvas de segundo orden, etc.

En una serie de párrafos la exposición del material se 
distingue de la exposición que so usa actualmente en los 
manuales de escuela. Por ejemplo, el material de geometría 
se expone en base a la axiomática do llilbert, con el empleo 
de la terminología tradicional. Además, se definen de 
otra manera el vector, la sucesión numérica y la integral 
definida.

En el manual se da una exposición sistemática de la 
teoría de los números reales, que finaliza con un capítulo 
sobre los números complejos.

So ha ampliado el círculo de cuestiones referidas al cál
culo aproximado. Junto con los conocimientos elementales 
que tienen carácter general, en el manual se examinan las 
propiedades aproximadas (le las fracciones continuas y so 
da uno de los más simples y conocidos métodos del cálculo 
aproximado, el método do tangentes de New ton. Las desig
naciones en el manual, a rara excepción, coinciden con las
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designaciones que suelen utilizarse en los manuales de 
escuela.

Él manual tiene fundamentalmente un carácter teórico 
y puede servir no sólo como guía» sino que también como 
un libro de repaso y para sistematizar los conocimientos» 
siendo muy útil para la preparación de los exámenes de 
ingreso en los centros de enseñanza superior.



CAPITULO 1

Elementos de la teoría de conjuntos

La teoría de conjuntos es la parte de las matemáticas 
que estudia las propiedades generales de los conjuntos 
(principalmente infinitos). La separación de la teoría de 
conjuntos en una parte autónoma de las matemáticas se 
produjo hace comparativamente* poco tiempo, en el tope 
de los siglos XIX y XX. La teoría do conjuntos ejerció 
una gran influencia sobre el desarrollo de las matemáticas 
contemporáneas, sirvió de base para la aparición de una 
serie de partes nuevas de esta ciencia, permitió enfocar de 
una manera nueva las matemáticas clásicas y entender más 
profundamente esta asignatura.

§ 1. Conjuntos y operaciones con ellos
1. 1. Conjuntos y subconjuntos. Ciertos conceptos do la 

matemáticas son primarios, indefinibles. Estos conceptos 
son: el número natural, el punto, la recta, etc.

Uno do estos conceptos indefinibles es el concepto «con
junto». A este concepto no puede dársele una definición 
formal quo no se convierta en un simple cambio de la pala
bra «conjunto» por sus sinónimos: «población», «lista de 
elementos», etc. Los conjuntos se pueden componer sobre 
la base de distintos criterios de los más diferentes objetos 
(a los que en adelante vamos a denominar como elementos 
de un conjunto). Se pueden examinar no sólo los conjuntos, 
elementos de los cuales son los objetos materiales, sino 
también los conjuntos, elementos de los cuales son ciertos 
conceptos abstractos (números, figuras geométricas, símbo
los, etc.).
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Acordemos de antemano que el concepto «conjunto» 
no puede comprenderse literalmente e interpretarse como 
un conjunto de «muchos» elementos. Por conjunto se entien
de también un grupo de objetos que puede estar compuesto, 
por ejemplo, do uno, dos y muchos más elementos. Además, 
resulta muy cómodo por conjunto entender también un 
conjunto vacío% es decir, un conjunto que no contiene ni un 
sólo elemento.

Los conjuntos suelen designarse con las letras mayúscu
las del alfabeto latino á , fi, . . X f y sus elementos, con 
las minúsculas: a, x . El conjunto vacío se designa
con el símbolo 0 .

Si el conjunto A se compone de n elementos aly a2, . . .  
. . entonces se escribe

A  ==? }■

Se dice que «el elemento a pertenece al conjunto A» 
y se escribe: a ^ , A 6 A ^ a ( A  contiene a); la inscripción a $ 
£ A ó A (£ a significa que el elemento a no pertenece al 
conjunto A (A no contiene a).

El conjunto B se llama subconjunto del conjunto A f si 
todos los elementos del conjunto B pertenecen al conjunto 
A 1 y se escribo

B c= A.
Por ejemplo, sea A un conjunto de números racionales; 

B y un conjunto de números naturales. En esto caso B cr A.
Cualquier conjunto A tiene como subconjuntos un con- 

jvmto vacio y el propio conjunto A ,
Si para dos conjuntos A y B son válidas al mismo tiem

po las afirmaciones
A a  J3 y B cz A ,

entonces los conjuntos A y B se componen de los mismos 
elementos. Los conjuntos A v tí se llaman iguales (o coinci- 
dentes) y se escriben

A -  B.
El subconjunto no vacío tí del conjunto A se llama propio, 
si tí no coincide con A.

1.2. Operaciones con los conjuntos. Con los conjuntos se
pueden efectuar distintas operaciones, de las cuales las más
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simples son: la unión, la intersección y el complemento. Pa
ra mayor claridad representemos los conjuntos en forma de 
figuras geométricas; por ejemplo, los elementos del conjun
to, representado en la fig. 1,1, son los puntas de la parte 
rayada del plano.

So llama unión de dos conjuntos, al conjunto compuesto 
de todos los elementos, que pertenecen, por lo menos, a uno

Fig. 1.1. Fig. 1.2.

de estos conjuntos. La unión de los conjuntos A y B se desig
na A |J B. En la fig. 1.2 el conjunto A [) B está indicado 
con un rayado doble.

Un conjunto compuesto de todos los elementos que per
tenecen al mismo tiempo a dos conjuntos, se llama intersec-

Pig. 1.3. Fig. i A.

ción de estos conjuntos. La intersección de los conjuntos A 
y B se anota A f| B. En la fig. 1.3 el conjunto C -  A f| & 
esta representado con un rayado doble.

Los conjuntos A y B pueden ser tales que su intersección 
será un conjunto vacío: A f] B =; 0  (fig. 1.4).

Las propiedades de las operaciones de unión e intersección 
son:

1) conmuta tividad:
A U B =  B U A,
A ( ) B  = B n A;

2-01*77
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2) asociatividad\
(Al) fí)li C =  A \) (BU C),
{A n B) n c = a  n (s n cy,

3) disiributividad*
(A u b ) n c  -  (A n c) u (b  n q ,
( A n f i ) u  <?.- M u c) n (b u c).

Se llama complemento deí conjunto B hasta el conjunto 
A y que contiene B% al conjunto de todos los elementos de A, 

que no pertenecen a B. El complemento 
del conjunto B hasta el conjunto A se 
designa A \  B. En la fig. 1.5 el comple
mento A \  B está representado con un 
rayado doble.

Aclaremos el sentido do estas defini
ciones con el siguiente ejemplo. Sea A el 
conjunto de todos los números naturalos, 
múltiplos de dos, y el conjunto de to
dos los números naturales múltiplos de 
tros. La unión de estos conjuntos es el 

conjunto de todos los números naturales múltiplos de 2 ó 
do 3. Su intersección es el conjunto de todos los números 
naturales múltiplos tanto de 2 como do 3, es decir, múlti
plos do 6.

Sea ahora A el conjunto de todos las números naturales 
múltiplos de 2 y B el conjunto de todos los números natura
les múltiplos de 6 (es decir, múltiplos tanto do 2 como de 
3). Él conjunto B es un subconjunto del conjunto A. El con
junto de todos los números naturales múltiplos de 2, pero 
que no son múltiplos de 3, es el complemento del conjunto B 
hasta el conjunto A.

Observemos que las nociones de unidad e intersección 
dadas para el caso de dos conjuntos pueden ser validas tam
bién liara o) caso de cualquier número finito de conjuntos.

Pues bien, el conjunto compuesto de elementos, cada 
uno de los cuales pertenece, por lo menos, a uno de los con
juntos A iy se llama unión del número finito de conjuntos 
A; y se escribo

«
U Ak.

í= i

Fig. 1.5.
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§ 2. Correspondencia entre los conjuntos 
y aplicación de los mismos

2.1. Correspondencia y aplicación. A veces se puede de
mostrar la correspondencia entre dos conjuntos, es decir, se 
puede introducir una regla, según la cual a cada elemento de 
un conjunto se asigna un elemento definido o un conjunto 
de elementos de otro conjunto. Al mismo tiempo se admite 
que a ciertos elementos del primer conjunto les puede co
rresponder un conjunto vacío.

Sobre la base del concepto de correspondencia entre con
juntos se introduce el concepto de aplicación de los conjun
toŝ  Al mismo tiempo se distinguen la aplicación «en» el 
conjunto y la aplicación del conjunto «sobre» el conjunto.

La correspondencia, para la cual a cada elemento del 
conjunto A le corresponde el único elemento del conjunto Bf 
sé llama aplicación del conjunto A en el conjunto B.

La .correspondencia, para la cual a cada elemento del 
conjunto A le correspondo el único elemento del conjunto B 
y, además, a cada elemento del conjunto B lo corresponde, 
por lo menos, un elemento del conjunto A se llama aplicación 
del conjunto A «sobre» el conjunto Z?.

A las aplicaciones de conjuntos se les asignan las letras 
/, • • * y se escribe

r e h
A - + B ,  A ~ + B y A ^ B

o
/: A Br g; A B , h; A B.

Si en la aplicación j  al elemento a £ A le corresponde 
el elemento b ¿ Z?, entonces al elemento b se le llama imagen 
del elemento a y al elemento a, preimagen del elemento b y 
se escribe

* =  /<«>.
El conjunto de todas las preimágenos del elemento b se lla
ma preimagen completa del mismo. En ol caso de la aplica
ción del conjunto A «sobro» el conjunto B se escribe tam
bién

B -  /  (A).
l*
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2.2. Aplicación biunívoca. La aplicación del conjunto 
A sobre el conjunto B, para la cual a cada elemento del con
junto B le corresponde el único elemento del conjunto A, 
se llama aplicación biunívoca del conjunto A sobre el conjun
to B> A la aplicación biunívoca entre los dos conjuntos la 
llaman también biyección.

Sea que el conjunto A se aplica biunívocamente sobre el 
conjunto B\

/
A - + B ,

es decir, a cada elemento a £ A le corresponde el único 
elemento b del conjunto f i y a  cada elemento ó £ B le co
rresponde el único elemento a £ A .  La aplicación / - 1 que 
pone en la correspondencia a cada elemento b £ B su prei- 
magen a £ A, la llaman aplicación inversa a la aplicación / y 
se escribe

B ^ A  o
Si / es una aplicación biunívoca, entonces la aplicación 
inversa /~] será una aplicación también biunívoca; la apli
cación inicial / será inversa a la aplicación /"l.

2.3. Equivalencia de conjuntos. Si el conjunto A se aplica 
biunívocamente sobre el conjunto B , entonces los conjun
tos A y B se llaman equivalentes. La equivalencia de los 
conjuntos se escribe mediante el signo:

A ~  B
(se lee: A es equivalente a B).

De ios conjuntos equivalentes A y B se dice también que 
entre ellos está establecida una relación de equivalencia.

La relación de equivalencia de los conjuntos tiene las 
propiedades siguientes:

1) reflexividad; A ~  A (cualquier conjunto es equiva
lente a sí mismo):

2) simetría: A ~  A (si el conjunto A es equi
valente al conjunto B , entonces el conjunto B es equivalente 
al conjunto A, y a la inversa);

3) transitividad: A ~  B y B ~  C A ~  C (si el conjun
to A es equivalente al conjunto y el conjunto B es equiva
lente al conjunto C% entonces y el conjunto A es equivalente 
al conjunto C).



Correspondencia y aplicación de los conjuntos 21S 2.

2.4. Clasificación de conjuntos. Los conjuntos se dividen en con
juntos finitos e infinitos.

Un conjunto equivalente a un segmento do una serie natural*) 
se llama conjunto finito (el conjunto vacío también se considera como 
conjunto finito). En otras palabras, el conjunto finito (si no es vacío) 
es un conjunto, cuyos elementos se pueden «calcular» por un número 
finito de pasos. Si para eso damos un número natural cualquiera desde 
1 hasta n, de tal manera que todos los números desde la unidad hasta n 
sean utilizados y los distintos elementos del conjunto reciban estos 
números, entonces el número n indica la cantidad de elementos en el 
conjunto A dado.

La cantidad de elementos en el conjunto finito A se llama poten
cia de éste.

Para los conjuntos finitos es válido el teorema llamado teorerta 
principal de los conjuntos finitos:

Cualquier conjunto finito no es equivalente a ninguno de sus 
propios subconjuntos.

Del teorema citado más arriba, en particular, se deduce también 
que cada conjunto finito, no vacío, es equivalente a uno y sólo a uno 
de los segmentos de una serie natural.

Un conjunto no finito se llama infinito. Como «patrón» para la 
comparación de los conjunta infinitos se puede escoger el conjunto 
infinito más simple, el conjunto de todos los números naturales IV. 
Con todo eso, para la comparación de conjuntos nuevamente utiliza
remos el concepto de la equivalencia de conjuntos.

SI realizamos la comparación de cualesquiera conjuntos infinitos 
con el conjunto de todos los números naturales N, resulta que todos 
los conjuntos infinitos se dividen en dos clases: la clase de conjuntos 
equivalentes al conjunto de todos los números naturales (tales con
juntos se llaman numerables) y la clase de conjuntos no equivalentes 
al conjunto de los números naturales (tales conjuntos se llaman innu
merables).

De esta manera, el conjunto numerable es el conjunto infinito, 
cuyos elementos pueden «enumerarse» con avuda del conjunto do núme
ros naturales, es decir, se puede indicar tal vía de numeración de ele
mentos del conjunto, para la cual cada elemento del conjunto reciba 
su único número.

Los conjuntos numerables son, por ejemplo, el conjunto de todos 
los números naturales pares, el conjunto Je todos los números enteros, 
el conjunto de todos los números racionales, etc.

Los ejemplos citados más arriba de ios distintos conjuntos nume
rables parecen ser, a primera vista, un poco extraños: es evidente que 
el conjunto de todos los números naturales pares os el suheonjunto del 
conjunto de todos los números naturales y, al mismo tiempo, el con
junto de los numeras pares es equivalente al conjunto de los números 
naturales. Esta paradoja es imaginaria y surge porque estamos acos
tumbrados a considerar los conjuntos finitos, es decir, los conjuntos

*) El conjunto de todos los números naturales ¿guatos o menos 
quo cierto número natural n se llama segmento de una serie natural y 
se designa |1, n\ ó 1, n
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que se componen de un número finito de elementos, para los cuales la 
sustracción, por lo menos de un sólo elemento, produce la disminución 
de su número. De resultas de tal sustracción obtenemos un conjunto 
finito nuevo que ya no es equivalente al Inicial, porque los conjuntos 
finitos son equivalentes sólo en el caso de igualdad del número de sus 
elementos. Todo lo contrario sucede con los conjuntos numerables. 
La sustracción de un conjunto numerable de un número finito (a veces 
incluso infinito) de elementos sigue dejando al conjunto par.

Mostremos que el conjunto de todos los números naturales y el 
conjunto de todos los números naturales pares son equivalentes entre

sí. Tracemos dos ejes numéri-
2 3

- } — h -+

0' I 2
- r
3

Fig. 1.0.

ponclcncia al número 2 del eje

eos paralelos Ox y 0 V  
(fig. 1.6), escogiendo los seg
mentos de unidad y de escala 
de tal manera que el segmen
to de unidad del eje Ox sea 
dos veces más grande que el 
segmento de unidad del eje 
O*x*. El conjunto do números 
naturales vamos a represen
tarlo mediante los puntos 
en los ejes numéricos Ox y 
0 V . Tongamos en corros- 

numérico 0 'x ', el número 1 del
eje numérico Ox; al número 4 dol eje numérico Ofx \  el número 2 del 
eje numérico Ox; al número 6, el número 3, etc. Con todo esto resulta 
que a cualquier número natural par le corresponde un único número 
natural y ,  a la inversa, cualquier número natural corresponde a un 
único numero natural par, es decir, entre el conjunto de todos los 
números naturales pares y el conjunto de todos los números naturales 
9e establece una correspondencia biunívoca, y, por consiguiente, estos 
conjuntos son equivalentes.

El ejemplo, recién citado, muestra que el conjunto de números 
naturales contiene un subconjunto propio equivalente a él (el conjunto 
de números pares). Tal propiedad de contener un subconjunto propio 
equivalente al mismo conjunto, la tienen todos los conjun'ns infinitos. 
La propiedad indicada puede tomarse como definición del conjunto 
infinito.

Propiedades de los conjuntos infinitos:
1) Cualquier subconjunto del conjunto numerable es finito o nu

merable.
2) La suma de cualquier conjunto, finito o numerable, de los 

conjuntos numerables es un conjunto numerable.
3) Cualquier conjunto infinito contiene un subconjunto nume

rable.
La última propiedad dice que entre los conjuntos infinitos los 

conjuntos numerables son «los más pequeños».
Existen conjuntos infinitos que no son numerables; estos con

juntos son innumerables. Observemos que esta «definición» del conjunto 
innumerable no puede considerarse suficientemente satisfactoria por 
la causa siguiente: introduciendo el concepto del conjunto infinito.
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estábamos seguros de que por lo menos existe tal conjunto. Este con
junto es el conjunto de números naturales. Para «la definición» dada del 
conjunto innumerable ya tenemos que demostrar, en calidad de teo
rema, que existen tales conjuntos. Este teorema se enuncia del modo 
siguiente:

El conjunto de los números reales comprendidos entre 0 y i es 
innumerable.

No vamos a demostrar este teorema fundamenta] de la teoría de 
conjuntos, pero observemos, que la demostración se basa en la repre
sentación oe los números reales en forma de fracciones decimales 
infinitas. La esencia de la demostra
ción consiste en que, de cualquier 
manera que numeremos los números 
situados entre ei cero y la unidad, 
utilizando todos los números natura
les, siempre se halla tal número real, 
mayor que cero y menor que la uni
dad, que puede ser omitido.

Si un conjunto es equivalente al 
conjunto de todos los números reales, 
mayores que cero y menores que lu 
unidad, se dice que el primero tiene 
potencia' de continuo.

El conjunto de todos los puntos de cualquier segmento de una 
recta, el conjunto de todos los puntos de la recta, el conjunto de todas 
las rectas en el plano, etc., sirven de ejemplo a los conjuntos equiva
lentes al de los números reales comprendidos entre cero y la unidad, 
es decir, los que tienen potencia de continuo.

Es muy fácil observar que los ejemplos citados crean la misma 
situación «paradoja» que surge también en el caso (le los conjuntos 
numerables, es decir, el conjunto de números que se encuentran entre 
0 y i resulta equivalente al conjunto de todos los números mayores 
que cero y menores, por ejemplo, que dos. En el caso de los conjuntos 
innumerables «la paradoja» se explica de la misma manera que en el 
caso de los conjuntos numerables, por eso no vamos a examinarlo de
talladamente. Aquí mostraremos solamente la manera en que se puede 
demostrar la correspondencia biunívoca entre un conjunto de números 
mayores que cero y menores que la unidad, y entre el conjunto de 
números mayores que cero y menores que dos, y al mismo tiempo 
demostrar su equivalencia. Tracemos dos ejes paralelos numéricos 
O xyO 'x', escogiendo en ellos segmentos de escala iguales (fíg. 1.7). 
Abora describamos el procedimiento que permite demostrar la corres
pondencia biunívoca entre los puntos pertenecientes al segmento [0; 1] 
del eje Ox y los puntos que pertenecen ai segmento [0; 2] del eje O’x*. 
Tracemos a través de los puntos O y Of y de los puntos 1 y 2, unas rec
tas que se intersecan en cierto punto M . Tomemos un punto cualquiera 
*o 6 [0; 11 en el eje Ox y tracemos una recta que pase por los puntos 
M y x0. Esta recta se cruza con el eje O'x' en cierto punto x¿, el cual 
representa la imagen del punto Xq para la aplicación del intervalo 
[0; 11 del eje Ox sobre el intervalo [0; 21 del eje 0*x\ Es evidente 
que tal punto es el único punto de intersección, debido a lo cual las

A/ '  ■ \
/  t \ \

— 1 ■ \ --------►/0 ¡x , \x0 t \  x
f  t i N ^
0' x¡ 2 x'

Fig. 1.7.
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recias Mxc y 0 'x «o non paralelas. Y n la inversa» lomando un punto 
cualquiera x\ 6 ÍO; 2] en el eje O*x* y  trazando una recta que pase 
por el punto M y el punto x[ que pertenece al eje 0 'x \  obtendremos el 
único punto de intersección de la recta dada con el eje Ozt el cual 
designamos x,. El punto es la imagen del punto x¡ para la aplicación 
del conjunto 10; 2] del eje O’x* sobre el conjunto [0; 1] del eje Ox. 
De esta manera hemos demostrado la correspondencia biunívoca entre 
nuestros conjuntos y al mismo tiempo hemos demostrado su equiva
lencia.

§ 3. Conjuntos ordenados
3.1. Concepta del conjunto ordenado. Introduciendo las 

operaciones con los conjuntos y clasificando los distintos 
conjuntos, no teníamos en cuenta que los conjuntos mismos 
pueden tener una estructura interior, propia a ellos, es de
cir, suponíamos que todos los elementos del conjunto son 
«iguales». Pero en matemática estos conjuntos «puros» re
sultan poco interesantes y más a menudo se estudian los 
conjuntos, entre cuyos elementos existen unas u otras rela
ciones, Una de las relaciones más importantes entre los 
elementos del conjunto es la relación de orden. Supongamos 
que A es cierto conjunto. El conjunto A se llama conjunto 
ordenado, si para cualesquiera de sus dos elementos a y  b 
existe una de las siguientes relaciones de orden:

bien a ^ b  (a no supera a ó),
o bien fe ̂  <z (fe no supera a a), 

que tienen las propiedades siguientes:
1) reflexividad: cualquier elemento no se supera a sí 

mismo;
2) antisimetrla: si a no supera a fe y fe no supera a a , 

entonces los elementos a y fe coinciden;
3) transitividad: si a no supera a 6 y fe no supera a c, 

entonces a no supera a c.
Hemos considerado al conjunto vacío como ordenado.
Dos conjuntos compuestos de unos mismos elementos, 

pero con distintas relaciones de orden, se consideran conjun
tos ordenados diferentes; por eso, para la representación del 
conjunto ordenado a través de sus elementos es necesario 
también representar su orden, es decir, indicar la regla, 
conforme a la cual respecto a cualquier par de elementos a,fe 
se puede decir, cual de los elementos del par dado no supera 
a tal elemento, con el cumplimiento posterior de las propie
dades 1)—3).
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Observemos, que el mismo conjunto se puede ordenar 
por los distintos procedimientos, obteniendo «1 mismo 
tiempo distintos conjuntos ordenados. Por ejemplo, exa
minemos un conjunto, los elementos del cual son distintos 
polígonos convexos: un triángulo, cuadrilátero, pentágono, 
hexágono, etc. Un procedimiento de la formación de un 
conjunto ordenado a partir del conjunto desordenado dado 
consiste en que como primer elemento del conjunto ordenado 
tomamos el triángulo; como segundo, el cuadrilátero; como 
tercero, el pentágono, etc., es decir, disponemos el conjunto 
on orden de crecimiento del númoro de ángulos interiores de 
los polígonos. El otro procedimiento de ordenación del 
conjunto de polígonos puede ser su enumeración en el orden 
de crecimiento de sus arcas, es decir, como primero toma
mos el polígono con un área más pequeña, como segundo, 
un polígono con un arca que no supera la de ios demás, menos 
el elegido, etc.

Los conjuntos ordenados (finitos o numerables) se escri
ben muy a menudo situando sus elementos según el orden 
dado entre paréntesis. Por ejemplo, las inscripciones

(1; 2; 3) y (2; 1; 3) (1)
representan distintos conjuntos ordenadas, los cuales se 
puede obtener del mismo conjunto (i; 2; 3), ordenándolo 
mediante los dos distintos procedimientos. Para escribir 
un conjunto numerable ordenado en forma análoga a la 
(1), es necesario indicar el primer elemento del conjunto 
ordenado y señalar el orden (la regla) de la posición de los 
elementos sucesivos.

3.2. Reordenaciones. Sea dado cierto conjunto finito A 
compuesto de n elementos distintos:

A — 2̂» a3¡ ' * * > an)‘
Formemos de los elementos de) conjunto A conjuntos 

ordenados. Tomemos como primer conjunto ordenado uno, 
cuya totalidad de elementos está dispuesta en orden de 
crecimiento de sus números:

(̂ 1* Agí ^n)*

El segundo conjunto ordenado se puede formar cambian
do de sitios los elementos ax y a2 y dejando todos los demás
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elementos del primer conjunto en sus sitios:
(fl2í tíjJ ¿Í3 ! . . . Gn)*

Cambiando de sitio los elementos ax y a3 y dejando en 
sus sitios todos los demás elementos, en el primer conjunto 
ordenado, obtenemos un conjunto ordenado que se distingue 
tanto del primer, como también del segundo conjunto orde
nado. Análogamente a los elementos del conjunto A se 
pueden construir también otros conjuntos ordenados.

Los conjuntos finitos ordenados de toda clase que con
tienen n elementos distintos, los cuales se puede obtener 
de cierto conjunto desordenado, compuesto de n elementos 
distintos, se llaman reordenaciones de n elementos.

Do tal manera, la rcordenacíón no os otra cosa que el 
procedimiento de ordenación de elementos de cierto conjun
to finito. Al mismo tiempo, dos reordenaciones distintas 
cualesquiera representan por sí mismas dos procedimientos 
distintos de formación do un conjunto ordenado (del con
junto desordenado dado).

Surge el problema de cuántos conjuntos ordenados distin
tos se pueden formar del conjunto finito A dado que contie
ne n elementos distintos, es decir, a qué es igual el número 
de reordenaciones de los elementos del conjunto

A =  {aiJ a2, G3; •••» £»}•
Cualquier conjunto ordenado, obtenido del conjunto Ay 

se puede representar condicionalmente en la forma de:
(*1» *2’ ' ■ ♦» ■ ■ *5

donde cada uno de los elementos es uno de los elementos 
aly as* an\ el mismo tiempo ninguno de los ele
mentos alf aa, . . an se encuentra más de una sola vez. 
Como í, se puede tomar cualquiera de los elementos al7 

o* lo que proporciona posibilidades distintas. 
Ahora, cuando ya hemos eligido ily como í* se puede tomar 
cualquiera de los n — 4 de elementos restantes del conjunto 
A f es decir, el número de procedimientos distintos de elec
ción de los elementos tu i9 será igual a (n — l)«n. Conti
nuando el proceso indicado, de resultas obtendremos que el 
último elemento restante in puede ser eligido sólo mediante 
un procedimiento,
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El número Pn de reordenaciones de n elementos es igual 
al producto de los n números naturales sucesivos, comenzan
do por la unidad. Este producto tiene una denominación 
especial n (se lee: n factorial). De tal manera,

Pn -  1-2-3 . . . (n -  1 )-n =  ni
Pora ol conjunto vacío se acuerda lo siguiente: el con

junto vacío se puede ordenar sólo mediante un procedi
miento; por eso se considera que

0! -  1.
Si en la reordenación dada cambiarnos de sitios dos elementos 

cualesquiera, el resto de los elementos los dejaremos en sus sitios, 
entonces se obtiene una reordenación nueva.

Tal transformación de reordenación se denomina transposición.
Todas ni reordenaciones de n elementos se pueden ordenar en tal 

ordon que cada reordenación siguiente se obtenga de la precedente 
mediante una sola transposición; al mismo tiempo, en calidad de 
reordenación inicial, se puede eligir cualquiera de las ni reordenacio
nes. En particular, de cualquier reordenación de n elementos se puede 
pasar a cualquiera otra reordenación de estos mismos elementos me
diante algunas transposiciones.

La reordenación (1^ ¿t ; . . f») se llama part si se obtiene de la
reordenación (1a <z2; . . <*„) mediante un número par de transpo
siciones e impar en el caso contrario.

Ejemplo. Sea =  {i; 2; 3; 4}. Según la definición, la reorde
nación (1; 2; 3; 4} es par. La reordenación (4; 2; 1; 3) es par tam
bién, por lo que ella puede sor obtenida de la reordenación (1; 2; 3; 4) 
mediante un número par de transposiciones: cambiamos do sitios en 
la reordenación (4; 2; 1; 3) el primer y el cuarto elementos:

(4; 2; 1; 3) (3; 2; f; 4);

én la reordenación obtenida cambiamos de sitios el primer y tercer 
elementas:

O T * íTó) -*■ (i; 2; 3; 4).

De tal manera, la reordenación dada se transforma en la inicial 
como resultado de dos transposiciones y, por consiguiente, es par. Por 
analogía podemos convencernos de que la reordenación (4; 1; 2; 3) 
es impar, ella so transforma en la reordenación (1; 2\ 3; 4) después 
de tres transposiciones:

(4; i; 2; 3) ^  (1; 4; 2; 3) -  (1; 2: 4; 3) (1; 2; 3;
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Cualquier transposición cambia la paridad de la reordenación: 
el número de reordenac iones i>ares de n elementos (n >  2) es igual a un 
número impar, es decir, es igual a q!/2-

3.3. Sustituciones. Sea que A es un conjunto finito, compuesto 
de n elementos distintos. Para mayor simplicidad consideremos que 
éstos son los primeros n números naturales, es decir,

A = {1\ 2; 3;
Cualquier aplicación biunívoca F del conjunto A sobro sí se denomina 
sustitución de potencia n.

Para denominar la sustitución F se usa la inscripción
/  ¿i i2 í3 . . .  in \
\ ¿i k2 k2 . . .  kn J 9 (2)

donde i2\ í3; . . ¿n), (/rt; . . .; Jfc*) son las dos reordenaciones
de n elementos del conjunto A (Ar,. Ár3, . . kn son las imágenes 
de los elementos il% ¿2, i3, . . ., in para la aplicación F).

La misma sustitución puede ser escrita de distintas maneras. 
Pues bien, la sustitución (2) también puede ser escrita en forma de

{ t-¿ ij i I . . .  /n \ f in  *n-i ••• h  *1 \
\ k* k\ ••• kn) \ kn kn—\ - • - k2 frj )

En particular, cualquier sustitución de potencia n puede ser escrita 
en la forma siguiente!

1 2 3 
/i h  h y

es decir, en el orden de crecimiento de los números naturales en la 
línea superior. Para tal inscripción las distintas sustituciones se dis
tinguen la una de la otra por las reordenac iones que se encuentran en 
la linea inferior y por eso el número de sustituciones de la potencia n 
os igual al de reordenaciones de n elementos, es decir, es igual a n!.

La susli lución
/ i 2 3 . . .  n \
\  i  2 3 . . .  n i

se llama sustitución idéntica de la potencia n.
Examinemos ahora una sustitución arbitraria de la potencia n:

V { ** i* • • • in \
" U i  k2 k9 . . .  kn) •

Las reordenaciones de n elementos que forman las líneas superior 
o inferior do la sustitución /,\  o tienen paridades iguales (es decir, 
ambas son paros, o impares) o tienen paridades contrarias (es decir, 
una os par, y la otra, impar), al mismo tiempo, la coincidencia o no 
coincidencia de paridades de las reordenaciones no depende de la 
manera de escribir la suslilucióu dada.
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Si las paridades de las lineas superior c inTenor de lu sustitución F 
coinciden, entonces la sustitución se llama par; si son opuestas, la 
sustitución se llama impar.

El número de sustituciones pares de la potencia n es igual al de 
sustituciones impares, es decir, es igual a n!/2.

Multiplicación de sustituciones. Según la definición, la sustitución 
de la potencia n es la aplicación biunívoca f  del conjunto finito de n 
elementos distintos sobre si. La realización sucesiva de las dos susti
tuciones de la potencia n nuevamente es la aplicación biunívoca del 
conjunto A sobre sí y provoca una terribra sustitución, en sumo grado 
definida, de la potencia n que se llama producto de la primera de las 
sustituciones dadas sobre la segunda.

Se sabe también que el producto de dos sustituciones dadas F y G 
se obtiene como resultado de la multiplicación de la sustitución F 
por la sustitución G.

Sean dadas dos sustituciones de cuarta potencia

Efectivamente, en la sustitución F el símbolo 1 pasa al 4, y en la 
sustitución G el símbolo 4 pasa al 2, por eso para la aplicación FG 
el símbolo i pasa al 2, etc.

La multiplicación de las sustituciones está definida sólo para las 
sustituciones de igual potencia y tiene las propiedades siguientes:

1) La multiplicación de las sustituciones de la potencia n para 
n >  3 no es conmutativa, es decir, la sustitución FG no siempre es 
igual a la sustitución GF.

2) La multiplicación de las sustituciones es asociativa, es decir, 
F(GH)  =  {FG) H*, por eso podemos hablar del producto de cualquier 
número finito de sustituciones de la potencia n.

3) El producto de cualquier sustitución F por una sustitución 
idéntica Ey asi como el producto de E por F es igual n F:

Se denomina sustitución inversa a la sustitución de lu n-ásima 
potencia de F tal sustitución de la n-ésima potencia de G para la cual

La sustitución, inversa a la sustitución Ft se escribe por lo común F~l ; 
asi pues

El producto de las sustituciones F y G es la sustitución

EF =  FE ==■ F.

FG =  GF =  E.
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La ¡sustitución obtenida de F mediante el cambio do sitios de líneas

p-i / * 1  ^ 2  • • • kn \
\  íi ¿» i9 . . . in )

es una sustitución inversa a la sustitución

F =: ( * ! * * * » • • - * »  )\ k¡ kt kt . . .  kn }

3.4. Variaciones* Sea que cierto conjunto finito A % es
tá compuesto de n elementos distintos. Elijamos de cierta 
manera de entre estos n elementos, m elementos distintos 
y compongamos de ellos distintos conjuntos ordenados.

Las variaciones de n elementos a m elementos en cada 
una se llaman subconjuntos ordenados finitos que contie
nen m elementos cada uno, eligidos de n elementas del 
conjunto principal. El número de variaciones posibles de n 
elementos a razón de m elementos en cada una se denomi
na A™.

Es muy fácil convencerse de que 
An — /z,

es decir, un elemento de n se puedo elegir mediante n proce
dimientos, y de un elemento se puede formar sólo un con
junto ordenado.

Hallemos a que es igual el número de variaciones de n 
elementos a razón de m elementos en cada una. Para distri
buir m +  1 elementos, tomados de n elementos por m +  1 
sitios, se pueden eligir primero m elementos y distribuirlos 
por las m posiciones primeras. Esto se puede efectuar me
diante A™ procedimientos. Para cada elección de m elementos 
de n quedan «libres» n — m elementos, cualquiera de los 
cuales se puede poner en la posición (m +  1) libre. De 
esta manera, de cada A * ocupaciones de las m posiciones 
primeras obtendremos n — m ocupaciones posibles do la 
(m +  l)-ésima posición. Por consiguiente, el número de 
variaciones tomadas por m -f- 1 elementos, eligidos de 
entre los n elementos dados se relaciona con el número de 
variaciones do ñ elementos por m mediante la igualdad
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Teniendo en cuenta quo =  n, escribimos sucesiva
mente

La última igualdad se puede escribir en una forma más 
cómoda:

Para m — 0 obtenemos A„ =  1, es decir, de cualquier 
conjunto se puede extraer un conjunto vacío mediante un 
único procedimiento, el cual, según la definición, se puede 
ordonar mediante un único procedimiento.

El número de variaciones y el número de reordenaciones 
se relacionan por medio do la fórmula

3.5. Combinaciones. Los conjuntos desordenados finitos 
quo contienen m elementos distintos, eligidos do entre n ele
mentos del conjunto dado se llaman combinaciones de n 
elementos por m. El número de combinaciones de n elementos
por m elementos se designa CJ¡ o

Hallemos a que es igual el número de combinaciones de n 
elementos por m. Debido a la definición de variaciones del 
conjunto dado que con tiene n elementos se pueden formar 
A™ diferentes conjuntos ordenados que contienen m elemen
tos distintos. Del conjunto quo contieno m elementos dife
rentes se pueden formar Pm distintos conjuntos ordenados, 
por eso el número C™ de distintos conjuntos desordenados, 
que contienen m elementos distintos cada uno, eligidos de 
entre rt elementas, será calculado según la fórmula

An  «
A*n T=n{n — 1),

¿ • = » ( » - l )  ( » - 2 ) ,

A% =  n(n — l)(n  — 2) . . .  (n — m-j-1).
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Utilizando la fórmula para el cálculo del numero de reor
denaciones P m y del número de variaciones obtendremos

Cmn
ni

ni\ (n — m)I *

Para el número de combinaciones son válidas las igualdados
Cm__ r*n-mn — '-'n t

/^m+i _  rtm i 7it+i
c ' n +1 —  T  i 'n  »

(3)

y también
C*n +  Cln +  C *+  . . .  + c r f +  «  =  2»

La últimn propiedad se formula a veces en forma del 
teorema siguiente sobre los conjuntos finitos:

El número total de subconjuntos de un conjunto, com
puesto de n elementos, es igual a 2n.

Citemos aquí una tabla de valores C™ para n =  10 
y ?ti<¿ n. Esta tabla se llama triángulo de Pascal. Anote-

Tabla 2

iuos que la segunda de las fórmulas (3) permite seguir com
pletando sucesivamente las líneas del triángulo de Pascal, 
utilizando el hecho de que al principio y al final de cada 
línea se encuentran unidades. Calculemos, por ejemplo,
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no citado en la tabla:
C4U =  C'U +  6i;0 =  120 ir 210 =  330.

3.6. Binomio de Newton. La potencia natural do ia surtía 
do dos variables se calcula según la fórmula
(a +  b)n =  C')nan +  Cinan-1b +  . . .  +<%an-mbm+  . . .  +  C*bny
que se llama binomio de Newton. Los codicíenles C™ que 
son iguales al numero de combinaciones de n elementos 
por m se llaman coeficientes binomiales.

Propiedades de los coeficientes binomiales:
1) El número de los coeficientes binomiales (y, por 

consiguiente, el número de sumandos en el desarrollo do 
la potencia binominl) es igual a n 1.

2) Los coeficientes de los términos equidistantes del 
principio y del final del binomio son iguales entre sí (pues- 
to que =  Cl~m).

3) La suma do los coeficientes binomialüs os igual a 2”.
4) La suma de los coeficientes binomiales que se encuen

tran en los lugares impares es igual a la suma de los coefi
cientes que se encuentran en los lugares pares.

La potencia natural de diferencia de dos variables se 
calcula por una fórmula, análoga al binomio de Newton:
(a -  b)n -  C9nan -  Clnan~lb +  . . .

. . .  + (  — —  | - ( —

§ 4. Método de inducción matemática
Muchas afirmaciones matemáticas se demuestran por el 

método de inducción matemática, el cual se basa en el prin
cipio de la inducción matemática:

Supongamos que A (n) es cierta afirmación que tiene 
sentido para los números naturales n. Y sea que esta afir
mación es auténtica para n — i. lía loncos, si de la aulon 
ticidad de esta afirmación para n -- Je (k es cualquier núme
ro natural mayor que uno) se desprendo la autenticidad de 
la afirmación paj a n ~  k -|- 1, la afirmación A (w) es autén
tica para cualquier número natural ti.

La demostración mediante el método de la inducción 
matemática consiste en lo siguiente:
3—01477
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1) se demuestra que la afirmación A (1) es auténtica;
2) so presupone que la afirmación A (n) es auténtica 

para w =  k y se demuestra su equidad para n =  k +  1«
Después, sobre la base del principio de la inducción 

matemática, se deduce que la afirmación A (n) es auténtica 
para cualquier n natural.

tom o ilustración de la aplicación del método de la 
inducción matemática demostremos que para cualquier 
número natural n y cualquier número real a >  —1 tiene 
lugar una desigualdad que se llama desigualdad de Bernoulli:

(1 +  a )" >  1 +  an. (1)
Si n — 1, entonces es evidente que la desigualdad (1) 

es cierta
(1 +  a)1^  1 +  a.

Supongam os que la desigualdad (1) es válida para
n =  k:

(1 -j- a)* ^  t -j- ak.
Multipliquemos ambos miembros de la última desigual

dad por el número positivo 1 +  de resultas obtenemos
{1 +  a)*+1!> 1 +  ak +  a +  a?k. (2)

Omitiendo el último sumando en el miembro segundo 
de la desigualdad (2), disminuimos el miembro segundo de 
esta desigualdad, y por eso

(1 +  a)h+l >  i  +  a (A +  1).
£1 resultado obtenido muestra que la desigualdad (1) 

es válida también para n = i  +  l ,
Hemos efectuado ambas partes de la demostración por 

ol método do la inducción matemática y, por consiguiente, 
Ja desigualdad (1) es valida para cualquier n natural.

Ilustremos la aplicación del método de inducción mate
mática, examinando una propiedad do los números que 
forman ia sucesión do Fibonacci. La sucesión de los núme
ros b \, Flr / ’2, . . Fn% . . donde F0 =  0, Fx =  1 y cada 
término siguiente es la suma de los dos antecedentes se 
llama la sucesión de Fibonacci, es decir, la sucesión indicada 
tiene la forma de 0, 1, 1, 2, 37 5, 8 ............

La sucesión citada presenta la solución del problema 
que primeramente propuso en el año 1202 Leonardo Fibo-
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nace i y se formulaba de la manera siguiente: «¿Cuántos 
pares de conejos da una pareja durante un año? Al mismo 
tiempo se presupone que cada par da un par do conejos 
cada mes, cada nuevo pai puede dar conejitos a la edad de 
un mes y, además, estos conejos no se mueren nunca».

Demostremos que si designamos el número (1 +  Y 5)/2 
por medio de <D*), entonces

(3)
para todos n naturales.

Si n — 1, entonces í \  =  1 =  cl>°, es decir, se cumple 
una desigualdad no rigurosa (3).

Supongamos que para cualquier k >  1 natural se cum
plen las desigualdades

Demostremos que entonces la desigualdad (3) es válida 
también para n — k +  1.

Realmente, Fk+X =  Fk-X +  <L>*-1 —
-  <!>*-* (1 +  d>).

Observando que 1 -(- tf) =  (1)2T dolinitivamente obtone- 
mos

=  O*.
De esta manera, de la presuposición de que la desigual

dad (3) es válida para n =  k se desprende que la misma es 
válida también para n =  k +  1.

Están efectuadas ambas partes de la demostración por 
el método de la inducción matemática y, por consiguiente, 
dicha afirmación es válida para cualquier n natural.

Mediante el método de la inducción matemática se puede 
demostrar también que son válidos todos n naturales de 
las relaciones siguientes:

1) *V h > < i * - 1;
2) P n+ i'Fn~ 1 -  n  -  (” l)n;
*) Al número <2> lo llaman relación de un extremal y un medio, puesto 

que se define por medio de la condición: si U> •.= A : entonces
A \ B — {A -\- B) : A . Son conocidas también otras denominaciones 
dé éste número: proporción divina^ proporción fusta. La misma designa
ción <J> procede de la primera letra del nombre del escultor griego 
Fidias, el cual utilizaba frecuentemente la proporción justa en las 
proporciones de sus esculturas.
3*
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•*) K  + m — +1 +  Fm~i'*'n pa™ cualquier m na
tural.

lin una ¿ferie de casos puede suceder que la afirmación 
/I (n) para ciertos valores naturales n <  m (m es un numero 
natural fijo) sea falsa o no tenga ningún sentido. Por otra 
parte, en una serie de casos resulta posible demostrar que 
cierta afirmación A (n) es cierta no sólo para los valores 
naturales n, sino también para ciertos valores negativos n . 
En estos casos se usa la generalización siguiente del principio 
de la inducción matemática:

Si la afirmación A (n), en la cual n es un número entero, 
es cierta para n — m y si de la veracidad de esta afirma
ción para el número n -- k, donde k es cualquier número 
entero mayor o igual a rn, se desprende que ella es cierta 
para el número siguiente n =  k -\- t, entonces la afirma
ción A (n.) será cierta también para cualquier valor ente
ro m.

§ 5. Conjuntos con operaciones binarias
5.1. Operaciones binarias en los conjuntos. Para los números 

en loros están dormidas las operaciones de adición y multiplicación. 
Operaciones análogas se pueden introducir luirtbióu en conjuntos con 
elementos de naturaleza arbitraria.

Sea A cierto conjunto finito o infinito con los elementos
a, ó, c% df . . .

La aplicación del conjunto A en sí, la cual a cada par de ele
mentos a, b del conjunto A asigna respectivamente cierto tercer ele
mento (la imagen de los elementos a y b) del mismo conjunto A y se 
llama operación binaria (o simplemente operación).

En algunos casos a la operación binaria la llaman multiplicación, 
y a la irnugen de los elementos a y ó la llaman producto de esta y la 
designan ab o a-b. El producto puede depender del orden de la sucesión 
de factores, es decir, no os obligatorio que a-b =  b-a.

En otros casos a ia operación binaria la llaman adición; a la ima
gen de elementos a y 0 la llaman suma y la designan a +  b. La suma 
de elementos a y b puede depender también del orden de la sucesión 
de sumandos, es decir, no es obligatorio que a - r  b =  b +  a.

E) producto de Iros elementos a, 6, c É A se puede hacer mediante 
dos procedimientos distintos:

(a6) c y a (6c).
Si ni misino tiempo (ab) c =* a (bc)t "$§, dice que la operación 

binaria es asociativa. '
El elemento e Q A es Lal que

ex =  xe = x
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para cualquier x £ A se llama elemento unidad del conjunto A ros pecio 
a la operación binaria elegida. (Cuando la operación binaria es una 
adición, entonces el elemento unidad se designa con el símbolo 0 
y se llama elemento nulo,)

5.2. Isomorfismo de conjuntos. Sean dados dos conjuntos A y A ' 
y cada uno de ellos está definido por una operación binaria. Los con
juntos A y A* se llaman isomorfos, si entre los elementos de estos con
juntos se puede demostrar la aplicación biunívoca f que conserva la 
operación binarla, es decir:

Si los elementos a9 y b' del conjunto A' son las imágenes de los 
elementos a y b del conjunto A para la aplicación /, entonces a'b* 
es la imagen del elemento ab.

Por ejemplo, examinemos dos conjuntos de números naturales: 
el conjunto de todos los números pares y el conjunto de todos los núme- 
roB múltiples al número 5. La suma de dos números pares cualesquiera 
es un número par, y la suma de dos números cualesquiera múltiplos 
de 5 os un número múltiplo de cinco. Asignemos al número par 2n 
el número 5n (n £ N). Esta correspondencia entre el conjunto de todos 
los números pares y el conjunto de todos los números múltiplos de 5 
es la aplicación biunívoca que posee todas las propiedades enumeradas 
más arriba y, por consiguiente, los conjuntos dados son isomorfos 
respecto a la operación de adición.

Los conjuntos isomorfos con las operaciones binarias pueden dife
renciarse uno del otro tanto por la naturaleza de sus elementos, como 
también por el nombre de la operación binaria.

Por ejemplo, examinemos dos conjuntos de números: el conjunto- 
de todos los números reales R y el conjunto de todos los números rea- 
ios positivos R+. Asignemos al número positivo a £ R+ su logaritmo 
natural ln a. El conjunto de los logaritmos naturales de todos los 
números reales positivos forma el conjunto de todos los números 
reales R. De acuerdo con las propiedades de la función logarítmica, la 
correspondencia demostrada es la aplicación biunívoca del conjunto 
de los números reales positivos R+ sobre el conjunto de todos los 
números reales R.

La igualdad
ln («•&) 88 ln a +  ln b% 

donde a, 6 £ R+, muestra aue el conjunto de números reales positivos 
con la operación de multiplicación es isomorfo al conjunto de todos 
los números reales con la operación de adición.

Anotemos que los conjuntos isomorfos son indistinguibles desde 
el punto de vista de las propiedades de las operaciones: todo lo que 
puede ser demostrado para un conjunto con cierta operación binaria, 
sobre la base de las propiedades de esta operación, pero sin la utiliza
ción de la naturaleza de los elementos del conjunto, se traslada auto
máticamente a todos los conjuntos isomorfos. De tal manera el con
cepto de isomorfismo permite abstraerse de la naturaleza de los ele
mentos de los conjuntos, prestando mayor atención al estudio de las 
propias operaciones binarias.

5.3. Grupos. Un conjunto no vacío G =z {a; b\ c; . . .} se llama 
grupo, si en él está definida la operación binaria (la cual suele lla
marse multiplicación), pues bien
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1) la operación binarla en el conjunto G es asociativa, es decir,
a (be) =s (ab) c ;

2) el conjunto G contiene tal elemento e que para cada elemento
a <E G

ea = a;
el elemento e se llama unidad izquierda;

3) para cada elemento a £ G en el conjunto G existe tal elemen 
to b que

ba an e;
el elemento b se llama elemento inverso izquierdo y se designa o-1:

a"1 a =  e.
La operación en el grupo G no debe ser obligatoriamente conmu

tativa. Si es conmutativa, entonces el grupo G se llama conmutativo 
(o abcllano).

De la definición del grupo se deducen sus propiedades más simples:
1) Cada grupo G tiene una sola unidad izquierda y una sola uni

dad derecha y estas unidades son iguales:
ea ~  ae a

2) Cada elemento del grupo G ticno un solo elemento inverso 
izquierdo y un solo elemento inverso dorecho y estos elementos son 
iguales:

a^la afl”1 =  et
De la última propiedad se deducen las reglas llamadas leyes de 

abreviación: para tres elementos cualesquiera ay b, c del grupo G 
de ca =  cb, así como también de ac — be, se desprende que a b.

Si el grupo G se compone de un número finito de elementos, 
entonces esté grupo se llama grupo finito y la cantidad de elementos 
en éste grupo se llama orden del grupo; en caso contrario el grupo se 
llama infinito. El grupo infinito puede ser numerable e innumerable.

Si a la operación binaria de grupo la llaman multiplicación 
(lo qué aceptamos más arriba), entonces el grupo sé llama también 
multtplUdtlvo. Si s \ ^  operación de grupo la llaman adición, entonces 
el grupo- se llama odMw. En este caso, en ves de la unidad del grupo 
se habla del ¿ e tó j íe t^ p o  v lo designan con el símbolo 0; al elemento, 
invereo a l elementó a, lo Uaman opuesto y lo designan — a.

'%'fVí-i-fel̂ OTiuúato de todos los números enteros forma un 
grupo dé operaci&S^^ es decir, un grupo aditivo de números
enteros. Esté debido a la  conmutatividad de la
operación de adición de los números enteros. El número cero desem
peña aquí un papel de unidad.

Los conjuntos de números racionales, reales y complejos de la 
operación de adición también forman grupos aditivos abelianos.

2. El conjunto de todos los números reales positivos de la m ulti
plicación forma un grupo abeliano.
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3. En el p. 3.3 ya hemos introducido el concepto de susliluciones 
do n-és¡ma potencia, es decir, las aplicaciones del conjunto de n ele
mentos diferentes sobre sí. Todas las sustituciones de /j-ésima potencia 
con la multiplicación definida de sustituciones en calidad de la ope
ración de grupo forman un grupo no conmutativo. Esto es muy fácil 
de demostrar, verificando el cumplimiento de las propiedades 1)—3) 
que definen el grupo: el producto de las sustituciones será de nuevo 
una sustitución: el papel de unidad lo desempeña una sustitución 
Idéntica; para cualquier sustitución de n-ésima potencia existe una 
sustitución inversa; la multiplicación de las sustituciones es asocia
tiva. En el ejemplo de sustituciones de cuarta potencia podemos con
vencemos de que la multiplicación de sustituciones uo es conmutativa. 
Sean a y b dos sustituciones de cuarta potencia:

Entonces
1 2 3 4 \
1 3 4 2 /» ba

/ I  2 3 4  
1 4 2  1 3 )■

Comparando las sustituciones ah y ba, es muy fácil ver que ab ^  ba., 
es decir, la multiplicación de sustituciones no es conmutativa.

El grupo de sustituciones de /t-csima potencia se llama grupo 
simétrico de la potencia n. Es el grupo finito del orden n\ y se desig
na ó*.

5.4. Anillos. El conjunto R  se llama a n il lo , si están definidas en 
él la adición  y m u ltip lica c ió n  que satisfacen las condiciones:

1) el conjunto R es un grupo conmutativo por adición, es decir,
a +  b =  ó -f  a, a +  (6 +  c) ^  (a +  b) c,

a +  0 =  a, a +  (—o) =  0;
2) para cualesquiera a, b, c £ R

a (be) =  (ítb) c\

3) la adición y multiplicación se relacionan por medio de Lis 
leyes de distributividad:

a (ó +  c) =  ab +  act (6 -r c) a =  ba ca f

El conjunto R se llama anillo conmutativo, si a estas condiciono* 
le añadimos la de conmutatividad de multiplicación.

El anillo que contiene un elemento e (unidud multiplicativa) cu 
el cual

ea =  a

para todas a f  R  se llama anillo con unidad. Si R es un anillo con 
unidad puede suceder que el elemento dado a del anillo fí puede tener 
o no el elemento inverso multiplicativo a-1.

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los números enteros, conjunto 
de todos los números reales, conjunto de todos los números complejos 
son anillos.
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2. El conjunto de números enteros pares es un anillo sin unidad, 
pero el conjunto de números impares no es un anillo, puesto que la 
suma de dos números impares es un número par (no cerrado respecto 
a la operación de adición).

5.5. Campos. Un anillo con unidad, compuesto no sólo de un 
cero, y c! cual para cada elemento a suyo, diferente de cero, contiene 
también su elemento inverso multiplicativo a~1í se llama campo.

Ahora, sabiendo las definiciones de los conceptos de anillo y de 
campo, aclaremos como desde el punto de vista de estos conceptos 
sg clasifican los conjuntos numéricos más frecuentes.

El conjunto de todos los números naturales con operaciones bina
rias de adición y de multiplicación definidas en él no es ni un anillo, 
ni un campo.

El conjunto de todos los números enteros es un anillo conmutativo 
con unidad.

El conjunto de todos los números racionales, obtenido mediante 
la extensión del conjunto de números enteros y asociación al conjunto 
de los cocientes de la división de dos números enteros cualesquiera 
entre sí (a excepción de la división entre cero), es un campo.

El conjunto de todos los números reales, obtenido mediante la 
extensión del conjunto de números racionales y asociación al conjunto 
de elementos nuevos, números irracionales, también es un campo.

El conjunto de números complejos que forman un campo repre
senta de sí una extensión del campo de números reales, obtenida me
diante la asociación al campo de los números reales de la raíz de la 
ecuación

Observemos que de todos los campos numéricost el campo de 
números racionales es «el más pequeño», puesto que no existen campos 
numéricos que se distingan del de números racionales y que se encuen
tren enteramente en este campo, y, además, el campo de los números 
racionales se halla en cualquier campo númerico.

§ 6. Matrices. Determinantes
La tabla rectangular

« n  « 1 2  « n  * • • «in
« 2 1  « 2 2  « 2 3  • * - « j n

«ai «52 « 5 3  • * • «an
coni puesta por iw  números, se llama matriz de s filas y d en  columnas 
o matriz de dimensión s X n, y también s X n — matriz.

Los números a¡f {i =  1, 2, . ; s; j =  1, 2, . . . »  n) se llaman 
elementos de la matriz: el primer índice i del elemento de la matriz 
indica el número de tila, en la cual se encuentra el elemento, y el 
segundo índice / indica el número correspondiente de la columna.

La matriz (1) puede designarse también
II «lili (* —i» 2, . . . ,  s; /  =  ! , 2, n).
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Además, para las mátrices se utilizan las designaciones

| o (aiJ);

o [a /J .

/ * u * l í *15 - - - a w
[ *21 *22 *23 ■■ - <*271

V * s l *** *53 • • ► n8n
*11 *12 *13 " « * in

*21 *12 *23 . . • *2 n

*31 * í  2 *35 • • » * s n

Si una matriz tiene n  filas y n  columnas, entonces ella se llama 
m atriz cuadrada de orden n .

Formemos los productos de todo género por n  elementos de esta 
matriz que se encuentran en distintas filas y en distintas columnas, es 
decir, los productos del tipo

*1*1 a2«2 * ' ' *"**» (2)
donde los índices ¿t, iv» . . .»  ln forman cierta permutación de los 
números 1, 2, 3, . . .»  n. El número de tales permutaciones (y, por 
consiguiente» de los productos de todo género del tipo (2» es igual a n\ 

La suma algebraica de los distintos productos de todo género

2  ( — i)P alii *2f2 *»ín»
donde p =  1, se llama d e term inan te  de la matriz cuadrada de n-ésimo 
orden,

* n  *13 • ■ * *lT»

*21 atz • • • azn

fluí *n2 •• • a nn  
si la sustitución

/ I  2 3 . . .  * \
V *1 ** ¿3 • * « i» /

es impar, y p =  2, si la sustitución indicada es par.
El determinante de la matriz cuadrada de n-esimo orden sede- 

nomina
* 1 1  * 1 2 . . .  a i n

* f  1 * 2 3 • « •  * 2 n

* m a n a . . .  a n n

o det II at} II (i. i - U  2. , n ) .

En particular, el determinante de la matriz cuadrada de segundo 
orden

ají *i2 
*21 *22

, o ||o u || (i, ; =  1, 2),
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es igual a D *» an at7 — el determinante de la matriz cuadrada
de tercer orden

«u  0 J3
* 2 1  * 2 2  * 2 3  

* 3 1  * 3 *  * 3 3

o O» 2, 3),

es igual a

* 1 1 * 2 2 * * 3 “!'* 1 2 * 2 3 * 8 1  +  «21 * 3 2 * 1 3 ~  * t * * 2 J * * I —  * 1 2 * 2 1 * 3 3  ~  * 3 2 * 3 3 * 1 1

La regla de cálculo del determinante de la matriz de tercer orden 
se puede representar esquemáticamente de la manera siguiente: en 
la fig. 1.8 los elementos de una matriz de tercer orden se conectan con

ayuda de unas rectas, y su producto forma parte del determinante 
con el signo positivo, y en la fig. 1.9 con ayuda de las rectas se enlazan 
los elementos de esta matriz, el producto de los cuales forma parte 
del determinante con el signo negativo.

Gn conclusión, basándose en los ejemplos sobre los determinantes 
de tercer orden, formulamos una serie de propiedades muy simples 
de los determinantes.

1) Un determinante no cambia, si sustituimos sus filas por las 
columnas con el mismo número y, a la inversa, si cambiamos sus 
columnas por las filas con el mismo número, por ejemplo;

* 1 1  * 1 2  * 1 3 * 1 1  * 2 1  * 3 1

° 2 l  * 2 2  * 2 3 * 1 2  * 2 *  * 9 2

* 3 1  * 3 *  * 3 3 * 1 3  * 8 3  * 8 3

2) Un determinante es igual a cero, si todos los elementos de una 
de sus filas (o columna) sou iguales a cero.



Matrices. Determinantes 43$ *•

3) Un determinante es igual a coro, si los elementos de dos de 
sus filas (o columnas) son iguales o proporcionales» por ejemplo:

« 1 1 « l a « 1 3

* « u k a  l3

« s i « 3 2 « 3 3

4) El factor común a todos los elementos de una fila (o columna) 
se puede sacar del signo del determinante» por ejemplo:

*«11 *«12 *«13 «11 «12 «13
«21 «22 «23 «21 «22 «23
«31 «32 «33 « a i «sa «33

5) SI dos filas (o dos columnas) de un determinante son inter
cambiados de lugar» el determinante cambiará el signo por el opuesto.

ti) El determinante no cambia» si añadimos a los elementos de 
una de sus filas (una de las columnas) los elementos respectivos de otra 
fila (otra columna) multiplicados por un mismo número» por ejemplo:

«11 «12 «13
«41 «82 «23 =
«31 «32 «33

«al
«31

«i2+*«aí «i3 +  *«23
«aa «23 .
«32 «sa



CAPÍTULO 2

Números reales

El número es el concepto matemático más importante. 
El surgimiento del concepto do número natural se refiere 
a la sociedad primitiva y fue acondicionado a la necesidad 
de calcular la actividad práctica del hombre. Primeramente 
el concepto de número abstracto no existía, el número fue 
«atado» a aquellos sujetos que calculaban, y en la lengua 
de los pueblos primitivos existían unas expresiones verba
les para designar los números de los distintos objetos. El 
concepto abstracto del número natural (es decir, del númeFo 
no asociado al cálculo do objetos concretos) surgió junto 
a la aparición do la lengua escrita y a la introducción, 
para la designación de números, de determinados símbolos.

La aparición de los números fraccionarios (positivos 
racionales) fue acondicionada a la necesidad de efectuar 
mediciones, es decir, procesos, en los cuales un valor se 
compara con otro del mismo género, eligido como patrón 
de referencia (de unidad de medición). Pero puesto que la 
unidad de medición no siempre se contenía un número entero 
de veces en la magnitud que medían, y on muchos casos 
resultaba imposible despreciar esta circunstancia, enton
ces surgió la necesidad práctica de introducir números 
«más pequeños» que los naturales. Esto sirvió de base para 
el surgimiento de las fracciones más «simples», tales como 
la mitad, el tercio, el cuarto, etc. El desarrollo ulterior 
dél concepto de número fue acondicionado ya no sólo por la 
actividad práctica directa del hombre, sino también como 
consecuencia del desarrollo de las matemáticas.

La introducción de los números negativos fue provocada 
por el desarrollo del álgebra como ciencia que da los pro-
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cedimientos generales de solución de los problemas aritmé
ticos, independientemente de su contenido concreto y de 
sus datos numéricos iniciales. Los números negativos eran 
utilizados sistemáticamente por los matemáticos de la 
India ya en los siglos VI — XI. En la ciencia europea los 
números negativos definitivamente empezaron a utilizarse 
sólo después de los trabajos de R. Descartes en el siglo 
XVII el cual dio su representación geométrica.

El conjunto de números racionales es suficiente para 
satisfacer la mayoría de las necesidades practicas; mediante 
los números racionales se pueden realizar mediciones con 
cualquier grado de precisión.

El desarrollo ulterior del concepto de número se produjo 
en el siglo XVII en el período del nacimiento de las mate
máticas modernas cuando surgió la necesidad de introdu
cir una definición clara del concepto de número. Tal defini
ción fue dada por nno de los fundadores del análisis mate
mático, I. Ncwton, en «La aritmética universal»: «Por núme
ro entendemos no lanío un conjunto de unidades, como la 
relación abstracta entre una magnitud cualquiera y otra 
del mismo género tomada por nosotros como unidad». Esta 
formulación da una definición única del número real, tanto 
racional, como irracional. (Los sabios de la Grecia Antigua 
ya sabían de la existencia de los segmentos inconmensura
bles, la relación de los cuales os un número irracional.) Más 
tarde en los años 70 del siglo XIX, fue desarrollada una 
teoría rigurosa del número real en los trabajos de R. Dede- 
kind, G. Cantor y K. Wcierstrass.

§ 1. Números naturales

1,1. Conjunto de números naturales. Los números natu
rales son los que se utilizan para el cálculo:

i ,  2, 4 , . . /i, . . .  (i )

Do dos números vecinos cualesquiera on la inscripción (1) 
el número que se encuentra a la derecha se llama sucesivo 
respecto al que se encuentra a la izquierda.

Los números naturales (1) forman un conjunto que se 
llama conjunto de números naturales. El conjunto de todos

§ I-
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los números naturales se designa con el símbolo N:
N {*; 2; 3; . . w;

El conjunto de númcios naturales es \\n conjunto orde
nado, es decir, para dos números naturales cualesquiera 
m y n tiene lugar una do las relaciones siguientes: 

ó m =  n (m es igual a n), 
ó m <  n (m es menor que n), 
ó n <  m (n es menor que m).
El número natural más pequeño es 1 (unidad).
En el conjunto do números naturales se introducen dos 

operaciones aritméticas principales: la adición y la multi
plicación. Para la designación de estas operaciones se uti
lizan respectivamente los símbolos +  y • ó X .

Adición de números naturales. A cada par de números 
naturales (n; p) se le asigna el número natural a que se lla
ma suma de éstos. La suma $ se compone de tantas unidades 
cuantas contienen los números n y p. Del número 5 so dice 
que se obtuvo como resultado de la adición de los números 
n y p, y se escribe

.V =  n -f- p. (2)
Los números n y p  en ia expresión (2) se ilaman sumandos. 
La operación de adición de los números naturales se somete 
a las reglas de

1) conmutatividad: n +  p =  p  +
- 2) asoctatividad: (n +  p) -f- k  =  n -|- (p +  Ar). 

Multiplicación de números naturales. A cada par ordenado 
de números naturales (n; p) se le asigna el número natural m 
que se llama producto de éstos. El producto m se compone 
do tantas unidades, cuantas contiene el número n, tomadas 
tantas veces, cuantas unidades contiene el número p. Del 
número m se dice que es el resultado de la multiplicación 
de los números n y p, y se escribo

m ~  n-p ó m =  n x  p. (3)
Los números n y p en la expresión (3) se llaman factores 
La multiplicación do los números naturales se somete a 

las reglas siguientes:
1) conmutatividad: n-p — p-n \
2) asociatividad: (n-p)-k =  n-(p-k).
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Las operaciones de adición y multiplicación de los 
números naturales se relacionan con la ley de la dislributividad 
de multiplicación respecto a la adición:

(n +  p)-k =  n*k 4* p-k-

De esta manera, la suma y el producto de dos números naturales 
cualesquiera son dos números naturales. Por eso se dice que el conjunto 
de todos los números naturales está cerrado respecto a las operaciones 
de adición y multiplicación.

Sustracción de números naturales. La sustracción de nú
meros naturales es la operación inversa a la adición, es decir, 
la correspondencia que a un par do números naturales (n; p) 
le asigna tal número natural r que

n «  p +  r,

Del número r se dice que se ha obtenido como resultado de 
la sustracción de p del número n, y se escribe

r =  n — p.

EL número r se llama diferencia de los números n y p; 
el número n en la expresión se llama minuendo, y el núme
ro p se llama substraendo.

En el conjunto de números naturales la diferencia de dos números 
naturales r =  n — p exiBte cuando y sólo cuando n >  p; por eso se 
dice que el conjunto do números naturales no está cerrado respecto 
a la sustracción.

Ejemplo. El número natural 5 es más que el número 
natural 3. Su diferencia existe y es igual a) número natu-

E1 numero natural 0 es menos que o) numero natural iS. 
Su diferencia ()—8 ya no es eí número natural.

División de números naturales. La división de números 
naturales es la operación inversa a ia mulliplicación, es 
decir, la correspondencia que a un par ordenado do núme
ros naturales (n\ p) le asigna tal número natural q que

n -  p-q.
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Del número q se dice que se ha obtenido como resultado 
de hi división del número n entre el núiliero p y se escribe

o q =  n!p, o q =  n :p .

El número q se llama cociente de los números naturales 
n y p\ el número n se llama dividendo y el número p  se llama
divisor.

En el conjunto <k números naturales el cociente está definido 
no para cualquier par de números naturales (n; p), es decir, el con
junto de números naturales no está cerrado respecto a la operación 
de división. Pof ejemplo, supongamos que n =  7 y p =r 2. Para este 
par do números naturales es imposible elegir tal número natural q, 
que se cumpla la igualdad

7 ^ 2 - q .
Potencia natural de un número. La propiedad de asocia- 

tividad de la multiplicación de los números naturales per
mito introducir ol concepto de potencia natural de nn nú- 
moro natural: la n-ósima potencia del número natural m 
es el número natural k obtenido como resultado de la mul
tiplicación del número m por sí n veces:

Ic—m-m-m* . . .  •ni.
n factores

En general se utiliza la expresión más corta:
k — mn.

El número m se llama base de la potencia y el número n 
se llama exponente de la potencia.

t.2. Construcción axiomática de un conjunto de números natu
rales. Va liemos citado más arriba ciertas propiedades de los números 
natiirales y hemos expuesto ya las operaciones con números naturales 
que se someten a las reglas de la conmuta ti vi dad, asocialividad y dis- 
tribulividud.

Es muy fácil observar que, expresando lodos estos conocimientos 
sobre los números naturales y las operaciones con ellos, nos dirigíamos 
hacia la comprensión intuitiva de muchos de los conceptos que uti
lizamos, jiorque utilizamos estos conceptos en la práctica diaria y obte
nemos asi resultados correctos. Tal, por ejemplo, parece ser muy 
natural que 3 -i- 2 =  2 r  3 y no surge ninguna duda acerca do la 
procedencia de esta propiedad de la adición de números naturales. 
En las matemáticas, naturalmente, surge la pregunta acerca de cuántas 
y cuáles precisamente afirmaciones primarias (axiomas) sobre los 
números naturales es necesario usar para que de estos axiomas en
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Torina de leo remos se puedan obtener todos las propiedades de los 
números naturales y operaciones con ellos que sabemos de nuestra 
experiencia práctica.

Resulta ser que todas las propiedades de los números naturales
Ímeden ser introducidas como teoremas de cinco axiomas y fórmulas, 
os cuales definen las operaciones de adición y multiplicación de los 

números naturales.
Axiomas de los números naturales (axiomas de Peano)\
1.1 (unidad) es un número natural.
II. Para cada número natural n existe precisamente un número 

natural que se llama sucesivo de aquél y que se designa S (n),
IU. Siempre S («) ^  1.
IV. De la igualdad S («) =  S (m) se deduce que n =  m.
V. Principio de inducción completa. El conjunto de números na

turales, que contiene 1 y para cada uno de n elementos, el elemento 
sucesivo S («)T contiene todos los números naturales.

La adición y multiplicación de números naturales se define por 
las fórmulas

n i ^  S (w),
m -j- S (/#) =  S (m r  «)»

H‘l rri /I,
n»S (ni) — n*m n.

De los axiojnas de Peono y de la definición de las operaciones de 
adición y multiplicación de los números naturales como teorema se 
deducen las leves de coiimutalividad y asociad vidad de la adición 
y multiplicación, la propiedad de distributividad de la multiplica
ción respecto a la adición.

De ios axiomas de Pernio y de la definición (Jo la operación de 
adición también se deduce la propiedad de ordenación del conjunto 
de los números naturales: para dos números naturales cualesquiera 
ni y n:

6 m = n (m es igual a «); 
ó m <  n (m os menor que /i); 
ó n <  m (n os menor que mi).
La ordenación del conjunto de números na luíales se demuestra 

de la manera siguiente. En primer lugar, como teorema se demuestra 
que para m y // naturales cualesquiera lieue lugar uno de los Iros casos 
siguí en los:

ó m — //;
ó existe un número natural A único que satisface la condición

n =  m +  A*; 
o existe un número natural /> único tal que

m a  n + p.
4 -0 1 4 7 7
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Kn seguíalo Jugar, si* introduce hi didímción <Jtd vSigno >  (mayor) 
y de) signo <  (menor).

Al iiúiiK'in nalura) m lo consideran mayor que ol número natural n 
(y se escribo: tn >  w), si existe tal número natural k para el cual

w -  n -| k.
Al número natural m lo consideran menor que el número natural n 

(y se escribe: m <  n), si existe tal número tía tu ral p para el cual
nt |- p n.

De las (Jcririicmnes tiaras y ile) teorema formulado más arriba se 
desprende la propiedad de ordenación del conjunto de los números 
naturales.

Puesto que id conjunto do números naturales es un con junio orde
nado, entonce* fiara los números naturales resulta válida una serie de 
afirmaciones que se relacionan con los conceptos «mayor» y «menor». 
A (ales afirmaciones pertenecen, por ejemplo, los teoremas siguientes:

H De m >  /i, para cualquier k se deduce que m \ k ;> n |- A-;
de m .1 . para cualquier k se deduce que m k . n j- A*;
ile «i C  ", para cualquier k se deduce que m \- k <C >* i k.

2) Di' w '*'* w, para cualquier k se deduce que ttt k "> n *h\
de nt //, fiara cualquier A* se deduce que tn  A n *A;
de tn ■< n , para cualquier k se deduce que m -k n-k.

ii) l\n ca<la conjunto iiu vacio de números naturales existe un 
número más pequeño-

1.3. Números primos. Teorema principal de la aritmética.
Si para tinos números naturales dados n y p se halla un mi- 
mero natural q tal, que n -* //-*/, entonces se dice que el 
número n se divide enteramente entre el número /;. Kl núme
ro p se llama divisar del número n, y sobre el número natu
ral n se dice que es múltiplo de />. Si el numero natural p 
es el divisor del número natural /i, entonces el número nn- 
Inral q también será divisor del número n.

Kl número natural, cuyos únicos divisores son él mismo 
\ la unidad, so llama número primo. 'Todos los demás núme
ros nal orales se tía man compuestos, Kl numen» nalural 1 
ihi <e considera número primo.

I.a pre^enlación del número nalural // en forma del pm- 
d tirio de dos núninus nal orales /w / se llama dcscom/tosición 
rn factores. Al mismo tiempo so considera que si el minie 
ro n es primo, entonces tiene una descomposición en factores 
que cansía súlo dol número w. Por ejemplo, el número pri
mo 37 tiene una descomposición en factores que consta sólo 
del factor 37 (y no la descomposición i «37).
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Sea que el número natural n es compuesto, es decir,
n =  p-q,

donde p ^ .1  y g g t l .  Entonces son posibles los casos si
guientes:

1) Si los números naturales p yq  son primos, el número 
n se representa como el producto de dos números primos
P y ?•

2) Si, por lo menos, uno de los números naturales p y q 
os compuesto, entonces el número compuesto (o los dos nú
meros compuestos p y q) lo descomponen en un producto de 
números naturales aún menores, para los cuales son posibles 
las mismas variantes. Puesto que existe sólo un conjunto 
finito de números naturales que son menores que n, enton
ces el proceso indicado de descomposición termina dentro 
de un número finito de pasos. De resultas obtenemos la 
descomposición del número n en factores, cada uno de los 
cuales es un número primo. La presentación del número n 
en forma del producto de los números primos se llama des- 
•composición en factores primos.

Debido a la descomposición examinada del número 
natural en factores primos surge la pregunta si existe o no 
cualquier otra descomposición, distinta de la obtenida, del 
número natural en factores primos. El teorema llamado 
teorema principal de la aritmética nos da la respuesta:

Cada número natural, distinto de 1, puede ser descom
puesto en factores primos, y al mismo tiempo, mediante 
un único procedimiento (si vamos a identificar las descom
posiciones p-q  y q-p, donde p y q son los números primos). 
Uniendo en la descomposición del número n los factores 
primos idénticos p,, p2, . . ., pa, obtenemos la así llamada 
descomposición canónica del número n:

n -  pí* • p}* • . . .  • p*»

(ftlf kt , . . ., ka — son números naturales).
Un número natural se llama par, si entre sus factores 

primos existe el número 2, y es impar, si entre sus factores 
primos el número 2 no existe.

1.4. Ciertos criterios de divisibilidad de los números 
naturales.
4*

§ 1.



52 Números reales Cap. 2.

Criterio de divisibilidad entre 2, Un número se divide 
enl.re 2* si su última cifra es un número par o cero.

Criterio de divisibilidad entre 4.. Un número se divide 
entro 4, si sus dos últimas cifras son ceros o forman un 
numero que se divido entre 4.

Criterio de divisibilidad entre 8 . Un número se divide en
tre 8, si sus tres últimas cifras son ceros o forman un número 
que se divide entre 8.

Criterios de divisibilidad entre 3 y entre i). Un número se 
divide entre 3, si la suma de cifras del número se divido 
entre 3. Un número se divido entre 9, s¡ la suma do sus c¡- 
fr is se divide entre 9.

Criterio de divisibilidad entre 5. Un número se divide 
entre 5, si termina ó en cero ó en 5.

Criterios de divisibilidad entre 25♦ Un número se divide 
entre 25, si sus dos últimas cifras son ceros o forman un 
número que se divide entre 25.

Criterio de divisibilidad entre 11. Un número se divide 
entro 11, si la suma de sus cifras que ocupan los lugares 
pares es igual a la suma de las cifras que ocupan los luga
res impares, o se distingue de la misma en un número que 
se divido en 11.

1.5» Mínimo común múltiplo. Máximo común divisor. 
Algoritmo de Euclides. Un número natural que es múlti
plo de cada uno do una serie de números naturales se llama 
común múltiplo de ios misinos. Si existen varios múltiplos, 
entonces el mínimo de ellos se llama mínimo común múltiplo 
(en forma abreviada: MCM)*)

Para hallar el mínimo común múltiplo de varios números 
es npccsario:

1) copiar las descomposiciones canónicas de los núme
ros dados;

2) enumerar todos los factores primos que entran, por 
lo menos, en una de las descomposiciones canónicas de los 
números dados;

• >) elevar cada uno de los factores primos enumerados 
a la ruÓAÍina potencia, con la cual esto factor primo entra 
en la descomposición canónica de los números dados.

*) líl mínimo común múltiplo de dos números m y n se designa 
también mediante llaves: {mt «}.



Números naturales 53§ 1.

El producto de Jas potencias obtenidas de los factores 
primos da el número que es el mínimo común múltiplo de 
los números dados.

Ejemplo 1. Hallar el MCM de los números 49 896 y 20 460.
1) Escribimos las descomposiciones canónicas de los 

números dados
49 896 =  2;< • 34 • 7 • 11, 20 400 -  2a-3a-5-7a;

2) copiamos los factores primos que entran, por lo menos, 
en una descomposición canónica:

2; 3; 5; 7; 11;
3) la potencia máxima, con la cual el factor 2 entra 

en las descomposiciones canónicas de los números dados, 
es igual a 3; escribimos el numero 2*.

La potencia máxima, con la cual el factor 3 entra en 
las descomposiciones canónicas, es igual a 4; escribimos 
el numero 34.

Análogamente, las potencias máximas, con las cuales 
Jas factores 5, 7 y 11 entran en Jas descomposiciones canó
nicas de los números dados, son respectivamente iguales a 
1, 2 y 1; escribimos Jos números 51 -  5, 7“ y l t1 — I I.

El producto 2»-34-5-7M l =  1 740 300 es el mínimo 
común múltiplo de los números dadas.

Un número que es divisor de cada uno de los números 
dados se llama divisor común de varios números naturales. 
En caso de que existan varios divisores comunes, el máximo 
de ellos se llama máximo común divisor (en forma abreviada: 
MCD)*).

Si el máximo común divisor de varios números naturales 
es igual a la unidad, entonces estos números so llaman 
reciprocamente simples.

Para hallar el máximo común divisor de varios números 
es necesario:

1) copiar las descomposiciones canónicas de los núme
ros dados;

2) enumerar todos las factores comunes primos que 
entran en las descomposiciones canónicas de cada uno de los 
numeras dados;

*) El máximo común divisor de dos números m y n se designa 
también mediante paréntesis: (m, n).
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3) elevar cada uno de loa factores primos enumerados a 
la potencia mínima, con la cual este factor primo entra en 
las descomposiciones canónicas de los números dados.

El producto de las potencias obtenidas de los factores 
primos da un número que es el máximo común divisor de 
los números dados.

Ejemplo 2. Hallar el MCD de los números 49 896 y 
26 460.

1) Escribimos las descomposiciones canónicas de los 
números dados:

49 896 -  23-34- 7 - l l  y 26 460 -  22.33*5*72
2) copiamos los factores primos que entran en ambas 

descomposiciones canónicas.
2; 3; 7;

3) la potencia más pequeña, con la cual el factor 2 entra 
en las descomposiciones canónicas de los números dados, es 
igual a 2; escribimos el número 22.

La potencia más pequeña, con la cual el factor 3 entra 
en las descomposiciones canónicas, es igual a 3; escribimos 
el número 3*.

La potencia más pequeña, con la cual el número 7 entra 
en las descomposiciones canónicas, es igual a 1; escribimos 
el número 7l =  7.

El producto 22-33-7 =  756 es el máximo común divisor 
de los dos números naturales dados.

Propiedad del MCD . El máximo común divisor do dos 
números se divide entre cualesquiera de los comunes divi
sores de estos números.

El máximo común divisor (m, n) de los números m y n , 
y el mínimo común múltiplo {m, n j se relacionan mediante 
la igualdad

m-n =  (m, n)* {mT n}.
A lg o r itm o  de E u c lid e s  p a ra  la  obtención  d e l M C D . Hallar el máxi

mo común divisor de dos números naturales suficientemente grandes 
es bastante difícil. Sin embarco, existe un procedimiento para la 
obtención del MCD que no requiere el conocimiento de todos los fac
tores primos de estos números, Este procedimiento se llama a lg o r itm o  
de E u clid es.

Antes de pasar a la demostración del algoritmo de Euclides, 
introduzcamos la operación de división con resto.
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Dividir un número natural m entre un número natural n {m ^  n) 
ron rento, .significa obtener tal número natural k y tal número entero 
no negativo r <  n, que

m =  n *k -| r.
Los números k y r so llaman respectivamente cMiente y resto 

de la división del número tn entre el número //.
lín caso de que r 0. también se dice que el resto de )a división 

es igual a cero o que el número m se divide entre el número //.
Pasamos ahora a la demostración del algoritmo de Lucí ides.
Sean m y n dos números naturales y sea m >  u. Designemos me

diante Mt y r| respectivamente el cociente y el resto de la división 
de m entre n:

m -- ft*mj -}- r,, i) r( <  ti. (4)
Si resulta que rt ;> 0, entonces dividamos / 1 en Iré ri% designando me
diante y r2 resjier l i va mente el enciente y el resto de la división:

n >i-m2 | r2t 0 <  r2 <  r,. (ó)
Si r., aún no es cero, dividamos ri entra r.¿ y obtenemos análogamente

rj ^  r2-/»a | r9t (t <  r3 <  rt . {<>)
Puesto que «, r,, r%% . , . son números naturales y u >  r, >  

>  ra >  ra entonces el proceso de división después de un
número finito de pasos debe cesarse, es decir, debemos obtener mi 
resto igual a cero. Supongamos que tal resto sea r,r^ t 0, puesto que

'■n-i -  rn •'"». +1* (*>
El número natural rn es el máximo común divisor de los núme

ros m y n. Para convencerse de oslo, mostremos que m y n se dividen 
entre rn. En vigor de la igualdad (*) r,,., se divide entra r,f, Entonce* 
de la igtiald&d

rn-t f’n-i*w,n "• rn>
que os anterior a la igualdad (♦), se deduce que se divide entre r„.

Siguiendo la cadena de las igualdades construidas (desde abajo 
hacia arriba), podernos convencemos de que entre rn se dividen también 
rn_3, r2; r1? y de resultas, en vigor de las igualdades (5)
y (4), los números m y n. Queda convencemos sólo de que cualquier 
divisor común k de dos números m y n es también el divisor del nú 
mero rn (por lo que evidentemente será demostrado que k es el máximo 
común divisor <io los números ni y w). Para esto tendremos que pasar 
de nuevo toda la cadena de igualdades, pero esta vez desde arriba 
hacía abajo. Primero reeserihiramos la cadena de las igualdades del 
algoritmo de Luclide? en forma de

rj rn — /un,,
r» m — rimSt
ra =rr f, — r2ffla.

rn — rn~i ~~ rn-lfnn'
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De la primera igualdad se deduce que r4 se divide entre el común 
divisor k de los números m y n. Pero de la segunda igualdad se des
prende que puesto que r4 se divide entre k y n se divide entre fr, enton
ces r2 también se divide entre k. Siguiendo adelante este proceso, ob
tendremos que también rn_<>, y r?l_j se dividen entre k. Pero entonces, 
en vigor de la última igualdad, r« se divide también entre k.

El procedimiento de obtención del máximo común divisor de 
dos números mediante el algoritmo de Euclides en la mayoría de los 
casos resulta el más corto y por eso es el más ventajoso en la práctica.

Podemos observar que en el razonamiento citado más urríba se 
demuestra, al mismo tiempo, la propiedad del máximo común divisor.

Ejemplo 3. Mediante el algoritmo de Elididos hallar el máximo 
común divisor de los números 13 172 y 261.

Dividimos el número 13 172 entre 261:
13172 261 
1305 50

122
Según el algoritmo de Euclides dividimos el número 261 entre el 

resto de la división (el número 122):
261 122 
244 ~  

17

Dividimos el número 122 entre el resto (d número 17):
_122 _17_

119 7
3

Continuando dividiendo sucesivamente cada resto anterior entre 
cada resto posterior, de resultas obtendremos un resto igual a cero:

17 3 3 2 1
15 5 2 1 1
2 1 0

El penúltimo resto es igual a la unidad. Por consiguiente, la 
unidad es el máximo común divisor de los dos números dados, es decir, 
los números 13 172 y 261 son recíprocamente primos.

§ 2< Números enteros
2.1. Conjunto de números enteros. El conjunto de núme

ros enteros os un conjunto obtenido como resultado de la 
adición al conjunto de todos los números naturales de los 
objotos nuevos (a los cuales en lo posterior ios vamos a de-
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signar los números) del números coro y de los números nega
tivos enteros.

El número cero que se designa por medio del símbolo 0 
y los números negativos enteros se introducen del modo si
guiente.

La suma de cualquier número natural n y el número 0 da 
el número n:

fi -f- 0 =  rt.
A cualquier número natural n le corresponde el único 

número entero negativo n tal que la suma de los números 
n y —« resulta igual a cero:

n +  (— n) — 0.
„ El numero — n se llama opuesto al número n. El número 

opuesto al número —n es el número n: — (—n) *  n. Los 
números naturales en el conjunto de números enteros se 
llaman números enteros positivos*). El conjunto de todos los 
números enteros frecuentemente se designa por Z.

El conjunto de los números naturales N está cerrado respecto a Ja 
adición y multiplicación, pero no está cerrado respecto a la sustrac
ción: la suma y el producto de dos números naturales cualesquiera es 
un número natural, mientras que la diferencia n — p de dos números 
naturales en el conjunto de números naturales se define sólo cuando 
n >  p. El conjunto de números enteros se obtiene como una extensión 
del conjunto de números naturales hasta el conjunto Z, en el cual

1) el conjunto N es un subconjunto propio:
2) la adición y multiplicación de números naturales en Z coincide 

con las operaciones idénticas en N;
3) la sustracción en Z siempre es posible, es decir, la diferencia» 

de dos elementos cualesquiera ae números de Z es un elemento (nú
mero) de Z;

4) el conjunto extendido Z es mínimo en el sentido que no posee 
subconjunto propio que satisfaga las condiciones 1)—3).

El conjunto de números enteros es un conjunto ordena
do, es decir, para dos números enteros cualesquiera m y n 
es válida una y sólo una relación de las siguientes:

ó m =
ó m <  n,
ó n <  m.
*) A continuación denominaremos tos números enteros cou letras 

latinas minúsculas m, it, Jk, . . ,



Números reales C a p . 2.r>ft

Par» los números positivos n so escribe n > 0 ,  para los 
números nogal ivas se escribo n <  0. Si so quiere indicar 
que el número puede ser positivo o nulo, se escribe n ^  0 y se 
dice que es no negativo; análogamente la inscripción 
significa que « es negativo o es igual a cero,

2.2. Operaciones matemáticas con números enteros. El 
número |/¿ | «pie se calcula según la regia siguiente

! «, si n > 0 ,
0, si n _ 0,

— n, si « •< ().

se llama palor absoluto (o módulo) del número n.
El valor absoluto del número n es positivo para n posi

tivos y para tt negativos y es igual a cero sólo para n - 0. 
Ejemplo 1. Hallar los valores absolutos de números \

y — 3.
Puesto que el número ó es natural, entonces | 4 t - 4. 

Puesto que —3 es un número negativo, entóneos según la 
regla de cálculo del valor absoluto del número | —3 |
-  -  <-:*) -  3.

Adición de números enteros. Un número entero s que se 
calcula según la regla:

si n >  0, y p >  0, entonces s n p; 
si n <  0 y p <  0, entonces s =  — (| n J -| | p |); 
si n > 0 ,  y p < 0  y | n \ >  | p |, entonces s =

;= I n 1 — | p |;
si n >  0, y p <  0 y | n | =  | p |, entonces s — 0;
si n >  0, y p <  0 y | n | <  | p |, entonces s

•= -< U >  I -  \ n  |);
si n <  0, p >  0 y | n | >■ | p  |, entonces s ■-

T —(I « I — I P I): \
si n <  0, p 0 y | n \ - \ p  |, entonces .v -- O;
si n; <  0, p >  0 y j n | <  | p |, entonces s — \ p | —

— I n |;
si n, — 0, entonces s -- p;
si p — 0, entonces s --- n, se llama suma de los números 

enteros n y p.
La suma .%• de los números enteros n y p  se escribe median

te el símbolo | :
.v --= n +  p.
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La regla de cálculo de la suma de dos números enteros, 
citada más arriba, se basa en el cálculo de la suma o de 
diferencia de dos números naturales.

Ejemplo 2. Calcular la suma de los números enteros 6 
y —8.

El par de números dado satisface la quinta condición de 
la regla de adición de dos números enteros (6 >  0 T —8 <  0,
| 6 j <  | —8 1). La suma de estos números es igual a

^ =  —(1 —8 | — 1 6 |) =  — (8 — 6) =  - 2 .

La adición de números enteros, asi como también la de 
números naturales, poseo las propiedades de conmutatividad 
y de asociatividad.

Multiplicación de números enteros. Un número entero m 
que se calcula según la regla:

si n >  0 y p  >  0, entonces m =  ñ* p;
si n <  0 y p <  0 t entonces m =  | n |-1 p 1;
si n <  0, y p >  0 o si n >  0, y p <  0, ©ntonces m ~  

=  — (I n H  p I);
si n =  0 ó p =  0, entonces m — 0, 

se llama producto de los números enteros n y p.
El producto de los números enteros n y p se escribe 

mediante el símbolo • ó X:
ni — n-p (ó n x  p).

El cálculo del producto de dos números enteros se basa 
en el de dos numeras naturales.

Ejemplo 3. Calcular el producto de los números enteros 
' - 2  y - 7 .

El par dado satisface la segunda condición de la regla 
de multiplicación de dos números enteros. Los valores ab
solutos de estos números son iguales a 2 y 7* y su producto 
es igual a 14.

La multiplicación de números enteros, así como también 
la de números naturales, posee las propiedades de conmuta
tividad y de asociatividad.

Además, las operaciones de adición y multiplicación 
de números enteros, como también en el caso de números 
naturales, están relacionadas por la ley de distribulividad 
de la multiplicación respecto a la adición,
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Sustracción de números enteros. Un número entero r que 
se calculo según la regla:

r  «  n -f- ( —/>), (1)

so llama diferencia de los números culeros n y /?, es decir, 
la diferencia de los números enteros n y p es la suma del 
número entero n y el número opuesto al número p. Por con
siguiente, la diferencia se calcula según la regla de cálculo 
de la suma de dos números enteros.

Del número r se dice que ha sido obtenido como resultado 
do la sustracción del número p a partir del número n y se 
escribe

r — n — p, (2)
I5n la expresión (2) el número n se llama minuendo, y el 
núm ero p se llam a sustraendo.

Ejemplo 4. Calcular la diferencia de los números ente
ros 2 y —7. El número opuesto al número —7 es igual a 7, 
y por eso según la regla (1) la diferencia do estos números 
es r =  2 -I- 7 =  9.

El conjunto do números culeros está cerrado respecto a las opera
ciones de adición, multiplicación y sustracción, es decir, para dos 
números enteros dados cualesquiera existe un solo número ente™, el 
tercero que representa la suma de loa dos números enteros dados; 
existe un solo número entero que es su diferencia y, por fin, un solo 
número entero que es su producto.

División de números enteros. Un número entero p que 
satisface la igualdad

m  =  n - p , (3)

se llama cociente de la división del número entero m entre 
el número entero n.

La división entre el número cero está prohibida. Del 
número p se dice que ha sido obtenido como resultado de la 
división del número ni entre el número n y se escribe

p ~  m : n, ó p -= —- , ó p  — mln.

En el conjunto de números enteros, así como en el conjunto de 
los números na turulos, Ja división no siempre es posible, porque no 
para cualquier par de números enteros m y n existe un cociente. Por 
eso se dice que el conjunto do números enteros no está cerrado respecto 
a la operación de división. Sin embargo, entre las operaciones de di vi-
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sión en el conjunto de números na tura Jos y en el conjunto de números 
enteros existo una diferencia esencia): si en un coujuiilo de números 
naturales existía el cociente ile dos números naturales, entonces osle 
cociente era ol único, En el conjunto de números enteros sucede otro 
proceso: sea m un número entero arbitrario y n -  0; entóneosla igual
dad (3) obtiene la fonna

m =.■ ()*;>. (4)

T r á te n lo s  de h a l la r  ta l  n ú m e r o  p q u e  sa t i s fa g a  la ig u a ld a d  (4).  
E x is t e n  dos p o s ib i l id a d es :

si m =t¿ 0, entonces no existe tal número entero //, para el cual 
se cumple csLa igualdad;

si m =  0, entonces p puedo ser cualquier número entero.
De esta manera, el cociente de la división de un número entero 

entre cero o no existe, o se define por más do una forma. Para evitar 
tal indeterminación, es necesario prohibir la división de un número 
entero entre cero.

§ 3. Números racionales
3.1. Fracciones racionales. Un par ordenado de núme

ros enteros (m\ ra), donde ol número n se distingue de cero, 
se llama fracción racional. La fracción racional se designa
por medio del símbolo —  ó mhi. El número m se llaman
numerador de la fracción, y el número n se llama denominador
de la misma. Dos fracciones r a c i o n a l e s v  son equi-n} ' n2
valenles, si nu'fi*  y se escribe ~ .T 1 ¿ 1 ni

1) Cualquier fracción racional es equivalente a sí misma:

—  ~-ZÜ- (reflexi vidad).nl n{

2) Si la fracción racional es oc|u iva lente a la frac-rt\
ción racional , entonces la fracción racional esn,
lamí)¡en equivalente a la fracción n\

mt m.y m* '«i / • . \— -  —— <=£>—— ~ — -  (sn n e tn a ).«¡ n¿ n,¿ tiy

*) Los símbolos ==* y <=> significan «signo» y «sigue a ambas 
partes» respectivamente.
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3) Si ia fracción racional es equivalente a la frac-n\
ción racional , y la fracción racional es equivalente

a la fracción , entonces y la fracción es equivalente

a la fracción ;

m±
«i

m2 m2 ma 
n% y  «3

« !
«1

(transitividad).

De la definición de la equivalencia de fracciones se 
deduce que la fracción racional es equivalente a la

fracción :

mL
ai n\*k y

dondo k es cualquier número entero, distinto de cero* El
paso de la fracción a la fracción equivalente -2LL se
llama simplificación de la fracción en el número k . Esta 
propiedad de la equivalencia de fracciones racionales per
mite dar otra definición de la fracción racional.

Un par de números (m; n) que se designa con el símbolo
— , donde mes un número entero, y n es un número natural n 1
se llama fracción racional. En este párrafo vamos a utilizar 
precisamente esta definición, es decir, considerar n como 
un número natural»

La fracción racional se considera mayor que la frac

ción racional :
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La fracción racional-^- so considera menor que la frac-
«i

ción racional :
«i

>»i .  m ¿
r t i  / i*  9

s i  rn,  *n2 <  n¡  */n¿.
Uii conjunto do fracciones racionales es un conjunto orde

nado para las dos fracciones cualesquiera y//I "2
in i m i . m,o — -  > —

«i "a
m i . m2 o — - <  —Z-/{)/i, «, '

Al mismo tiempo se cumplen las condiciones siguientes: 
1) Cualquier fracción racional es menor o equivalente a 

si misma:

«i
(rofle.xividad).

2) Si  la f r a c c i ó n e s  menor o eqnivalenle a la frnc-
"i

ción v la fracción es menor o equivalente a lan 2 u+ '
fracción . en loncos estas fracciones son equivalentes:n i

— -  2!í±- ( a n l i s i m é t r i c a ) ."i **z

ii) Si la fracción -2^ es menor o equivalente a la fracción 

‘íííé- , y la fracción —  es menor o eqnivalenle a la fracciónM2 tt,. 1
enlomes la fracción — - es menoi o cquit nlcnle a la

"á n i
.. .* m |jn iccion  — - :

tu  I Ui ,

ti | X n.¿ >
m.» tu ■—̂ X« // , (transj ti vi dad).

«s

Adición de fracciones. La fracción " r i" 1---- se
«i "*

llama .vuwíí de las fracciones racionales —i  y 2!Ll . Sed ice que■ W| /í3
esta fracción lia sido obtenida como resultado de la adición
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dé fpáccioiies —  y —  y se escriben,  ̂ nt
t n i  .

ni n2 ( 1 )

En Ja expresión (1) las fracciones — .y —- se llaman suman-
«i “

dos.
Multiplicación de fracciones. La fracción ~  se llama 

producto do las fracciones racionales y Se dice queni J n2 1
esta fracción ha «sido obtenida como resultado do la multi
plicación de la fracción por la fracción y so escribe«i * n2

"i «a
yni-m2
n t -n2 (2)

En la expresión (¿) las fracciones —-  y —-  so llaman '  ni
factores.

Las .operaciones de adición y multiplicación de fraccio
nes racionales poseen las propiedades de coninutatividad 
y asociatividad; las operaciones de adición y multiplicación 
se relacionan mediante la ley de distributividad de la 
multiplicación respecto a la adición.

Sustracción de fracciones. La adición de fracciones tiene 
una operación inversa que se llama sustracción. La fracción
wi-n2 — ffii-wi S|* ]iama diferencia de dos fracciones raciona-

»i ‘ti2
les-^- y - ^ .  De la fracción racional se dice«i n2 n\
que ha sido obtenida como resultado de la sustracción de 
la fracción a partir do la fracción—  v so escribe

tnj'H* — mwi i
«i tfy

División de fracciones* La nuil!iplicacióu de fracciones 
tiene una operación inversa que se llama división . La frac
ción atan, se llama cociente de dos fracciones racionalesn i-/«a
JlL y 102- (w„ 0). Se dice que la fracción racional mi"w2«i «2 ni-m2
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es e! resultado de la división de la fracción —  entre la frac- 

ción -̂ 3- y so escr ibe
nt

jnl  , ^  / (> jn L j  ;na ^  mr nt \
«i - n,i \ nl I n>2 ni-m2 /

La fracción — , donde m es un número entero y n, unn
número natural, se llama positiva, si m es positivo, y nega
tiva, si m es negativo.

La fracción racional negativa-^- (m es un número entero
negativo; n, un número natural) se suele escribir en la
forma — n _5

Por ejemplo, la fracción racional negativa —— se escribe 

en la forma — i
La fracción racional positiva so denomina propia,

si su numerador os menor que su denominador (m <  n), 
y os impropia, si su numerador es mayor o igual a su deno* 
minador n).

Si la fracción racional positiva es impropia, su numera* 
dor se expresará en la forma m =  n-k +  r, donde es un 
número natural y r, un número entero no negativo que
satisface la condición r <  n. Entonces lo fracción —  son
escribe en la forma

tu
n k ,

r

n

El número k se denomina la parte entera de la fracción.
Si resulta que r •=£* 0, entonces la fracción racional im

propia -2- a veces se escribe en la siguiente forma:

La expresión (3) se denomina expresión de una fracción 
impropia en forma de una fracción mixta.
&-0I477
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Por ejemplo, la fracción racional impropia -y - puede

ser escrita on forma de la fracción mixta 3 — .
Una fracción se llama irreductible, si su numerador y de

nominador son números recíprocamente primos.
Cualquier fracción racional se puede escribir en forma 

de una fracción irreductible.
Ejemplo. Escribir la fracción racional en forma de

fracción irreductible.
Desarrollemos los números 15 y 75 en el producto de 

los factores primos: 15 — 3-5, 75 =  3*5*5.
La fracción -4— puede ser escrita en forma de<5 3-5-5

Simplificando los mismos factores en el numerador y deno-
45minador, obtenemos la inscripción do la fracción en la

forma de una fracción irreductible 4 - .5
3.2. Números racionales. El conjunto de todas las frac

ciones racionales equivalentes entre sí so llama número ra
cional. En vigor de la definición del número racional las 
fracciones distintas equivalentes entro sí representan sola
mente distintas expresiones de un mismo número racional. 
Así, por ejemplo, tres fracciones racionales equivalentes 
distantas.

JL - J l - ;rJ? 
s 9 o ' —9

tienen diferentes expresiones do un mismo número racional.
Se puede dar también otra definición del número racio

nal, identificándolo no con el conjunto de todas las fraccio
nes racionales equivalentes entre sí, sino con cierta fracción 
fija del mismo conjunto. Uno de los procedimientos posibles 
de separación de tal fracción fija consiste en lo siguiente.

Tomemos cualquier fracción del conjunto de fraccio
nes, equivalentes entre sí (aquí m es un número entero, dis
tinto de cero y n, un número natural). Si los números | m | 
y n son recíprocamente primos, entonces consideremos que la
fracción —  es precisamente la fracción fija que buscamos.
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Si los números | ni \ y n no son respectivamente números 
primos, entonces dividimos el numerador y denominador 
de la fracción entre el máximo común divisior de los núme
ros | m | y n. Como resultado de la división obtenemos la
fracción -2 -̂ , el numerador y denominador de la cual sonn j
recíprocamente números primos. La fracción obtenida
y es la fracción fija que necesitamos*).

Ahora se puede dar la definición siguiente de un (distin
to del cero) número:

Un número racional es tal número que puede ser repre
sentado en la forma —  , donde | m | y n son recíprocamente n
números primos (irreducibles) naturales.

Introduzcamos el concepto de igualdad de dos números 
racionales* Si usamos la definición de número racional como 
conjunto de fracciones racionales equivalentes, la defini
ción de igualdad de dos números racionales tendrá la forma 
siguiente.

A dos números racionales a y {i los llaman Igualen:
« — f>»

si los dos conjuntos de fracciones racionales que proporcio
nan estos números coinciden.

La ordenación del conjunto de números racionales, del 
concepto de suma, del producto, de la diferencia y del co
ciente de dos números racionales se introducen de la misma 
manera que los respectivos conceptos para las fracciones 
racionales. La expresión matemática de la ordenación clel 
conjunto de números racionales, de operaciones de adición, 
de multiplicación, do sustracción y de división de dos nú
meros racionales es la misma que la expresión de las opera
ciones respectivas con fracciones racionales, sólo que en 
vez del signo de equivalencia se debe escribir el signo de 
igualdad.

La propiedad do asociatividad de la multiplicación de 
números racionales permite introducir el concepto de poten
cia natural de un número racional:

*) El número racional — puede ser considerado también como el 
resultado de la división del número mx entre el número nj.
5*
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un húmero raciono! se llama potencia k del número rocío* 

nal , obtenido como resultado de la multiplicación del 

número ~  por sí mismo k veces;
/ ;  __  m  m  m  m

<7 n
factores

De costumbre se utiliza una expresión más corta:

En la expresión (4) el numero —  se llama base de unar ' n
potencia y el número A-, exponente de ¡a potencia.

Un número denominado j — | y calculado según la regla:

—  , S] w >  ü;u
{), si m (n es natural).

— —  si to<  0;

se llama ¿vj/or absoluto (módulo) del número racional
3.3. Números enteros y racionales. Un número racional n 

se llama entero, si en el conjunto de todas las fracciones 
equivalentes que dan este número existe una fracción que
tiene la forma de

Para calcular la suma, diferencia, producto y cociente 
de un n ú m e r o  rac ional y cultero n es suficiente escribírosle 
número culero en forma de una fracción, cuyo denominador
es igual a la uuidad.es decir, en forma de-y- , y después uti
lizar las definiciones do la suma, diferencia, producto y co
ciente de dos números racionales.

Es muy fácil convencerse de que estas operaciones de 
adición, sustracción, multiplicación y división coinciden 
con las mismas operaciones para los números enteros escritos 
en forma de fracciones racionales con denominadores igua
les a la unidad.
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3.4.Conjunto de números racionales como extensión del conjunto 
de números enteros. El conjunto de todos los números enteros Z fue 
obtenido como una extensión del conjunto do números naturales 
mediante la adición al mismo de nuevos objetos numéricos: del nú
mero 0 y los números negativos enteros. El conjunto de números ente
ros obtenido está cerrado respecto a las operaciones de adición, multi
plicación y sustracción, pero no está cerrado respc?cto a la división. 
El conjunto de todos los números racionales puede ser obtenido tam
bién como una extensión natural de un conjunto de números enteros 
medíante la adición de elementos nuevos, tales, que:

1) el conjunto extendido contenga como subconjunto propio el 
conjunto de todos los números enteros;

2) las operaciones aritméticas, definidas para los números ente
ros sean definidas también para Los elementos de un conjunto exten
dido; al mismo tiempo el signo de estas operaciones para los números 
enteros, que* examinamos como elementos de un conjunto extendido, 
debo coincidir con el signo de los mismos en el conjunto de números 
enteros antes de la extensión;

3) en el conjunto extendido sea posible realizar una operación 
de división (menos la división entre cero), la cual en un conjunto de 
números enteros no siempre es realizable, es decir, el cociente de dos 
elementos del conjunto extendido debe ser un elemento de este con
junto;

4) el conjunto extendido sea el menor en sentirlo de que él mismo 
no debe contener un subcon junio propio que satisfaga las condiciones 
i) - 3 ) .

Existe un sólo conjunto que satisface las condiciones 1)—4): 
el conjunto ordenado de todos los números racionales con operaciones 
aritméticas introducidas en él. El conjunto de todos los números 
racionales frecuentemente se designa por Q.

Es muy fácil verificar que el conjunto de números racionales 
es un campo. Un campo de números racionales es de Arquirncdcs, es 
decir, para cualesquiera a  y p, donde P >  0, existe tal número natu
ral n, que n«p >  a.

§ 4. Números reales
4.1. Conjunto de números reales como extensión de un conjunto 

de números racionales. En los §§ 2, 3 fue consecutivamente efectuada 
la extensión del conjunto de números naLurales hasta el conjunto de 
números enteros y la extensión del conjunto de números enteros hasta 
el conjunto de números racionales. El conjunto de todos los números 
racionales representa por sí mismo un conjunto cerrado respecto a las 
operaciones de adición, multiplicación, sustracción y división (menos 
la división entre cero); la suma, producto, diferencia y cociente de dos 
números racionales igualmente es un núme. * racional.

Sin embargo, existen problemas algebraicos y geométricos que 
no tienen solución dentro de conjunto de números racionales. Así, 
el problema que muy a menudo no tiene solución en el conjunto de 
números racionales es la extracción de una raíz de un número entero
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positivo. Por ejemplo, el número \ f2  (véase p. 4.6) no es un número
racional, es decir, no se puede escribir en forma d e —, donde m y nn
son números enteros y n 0. Es muy fácil también citar aquí otros 
ejemplos de números que no pueden ser representados en forma de — , 
es decir, que no son números racionales.

Al número que no puede representarse en forma de ™ , donde m y nn
son números enteros y n ^  0, lo llaman nUmcro irracional.

El conjunto do todos los números reales también puede ser obte
nido como la extensión natural del conjunto de todos los números 
racionales. Sin embargo, a diferencia de los procedimientos relativa
mente simples de las extensiones del conjunto de números naturales 
basta el conjunto de números enteros y el conjunto de números enteros 
hasta el conjunto de números racionales, el método de extensión 
(o de completación) del conjunto de todos los números racionales 
hasta el conjunto de números reales es más complicado. Una rigurosa 
teoría, desde el punto de vista matemático, de los números reales fue 
desarrollada sólo a mediados del siglo pasado en las obras de R. De- 
dekind y O. Cantor y para su desarrollo fue utilizada una serie de 
resultados bastante finos del análisis matemático.

Uno de los métodos de completación del conjunto de números 
racionales hasta un conjunto de números reales se basa en el concepto 
de la sucesión fundamental de los números racionales. Mostremos esque
máticamente en que consiste el contenido de este método.

La sucesión (xn) de los números racionales xn se llama fundamental, 
si para cualquier racional p, >  0 existe tal n# que

I *p - . . I <  e 
para todos v y q mayores que «0. Cualquier sucesión convergente es 
fundamental. Por otra parte, cualquier sucesión fundamental de nú
meros racionales tiene un límite, pero puede resultar que este límite 
no sea un número Tacionah La sucesión do números racionales positivos 
(rn), cuyos cuadrados pueden aproximarse tanto como se quiera a 2:

I rs — 2 1 \ r l - 2 \ < 1
10n

puede servir de ejemplo de tal sucesión. De la representación de la 
sucesión (rn) se deduce que su límite es un número no pertenecienteal 
conjunto de números racionales; éste es el número irracional Y'¿.

El conjunto de todos los números reales se obtiene mediante la 
completación del conjunto de números racionales por números irra
cionales que son los límites de cualesquiera sucesiones fundamentales 
de números racionales y que de costumbre se designa con la letra R.

4.2. Construcción axiomática de un conjuntó de núme
ros reales. El conjunto de todos los números reales puede 
ser representado como un conjunto, cuyos elementos satis-
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facen las propiedades citadas más abajo I—VI. A los ele
mentos de este conjunto, aunque ésto no esté bien adecuado, 
vamos a designarlos como números.

1. Propiedad de ordenación.
Para dos números cualesquiera a y b está definida la 

relación del orden, es decir, para dos números reales cuales
quiera c y í i

ó a =  b (a es igual a b)9
ó a <  6 (a es menor que b),
ó b <. a (b es menor que a); 

al mismo tiempo, si a <  b y b <  r, entonces a <  c.
ÍI. Projotedadcs de la operación de adición.
En un conjunto de número reales está definida la ope

ración binaria rde adición, es decir, a cualquier par ordenado 
de números (a; b) se le asigna un único número que se lla
ma suma de los números a y b y que se designa a +  b\ al 
mismo tiempo

1) para cualquiera terna a, t>, c
(a +  6) +  í =s a r  (i +  c) (ley asociativa de la adi

ción);
2) para cualquier par de números a y b
a +  ó s= b +  a (ley conmutativa de la adición);
3) existe un número que se designa con el símbolo 0 y 

se llama cero, tal que para cualquier número a
a -j- 0 =  a\

4) para cualquier número a existe un número que se de
signa —a, tal que

a +  (—a) =  0;
el número —a se llama opuesto al número a;

5) si a <L by entonces para cualquier número c
a +  c <  b +  c.

El número a >  0 se llama positivo, y el número u <  0, 
negativo.

Para cualquier par ordenado de números (a; 6) el número 
a +  { -b )

se llama diferencia de los números a y b, y se designa a — b: 
a — b — a +  (—fe).
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I I I .  Propiedades de la operación de multiplicación.
En un conjunto de números reales está definida una 

operación binaria llamada multiplicación , es decir, a cual
quier par ordenado de números (a; b) se le asigna un único 
número que se llama producto de éstos y que se designa 
a-by al mismo tiempo

1) para cualquier terna de números a, ó, c
(a-b)-c =  a-(b-c)  (asociatividad);

2) para cualquier par de números a, b
a>b =  b*a (conmutatividad);

3) existe un número que se designa con el símbolo 1 y 
que so llama unidad% tal que para cualquier número a

a*\ a\

4) para cualquier número a, distinto del cero, existo
4

un número quo se designa — , tal que

al número — lo llaman inverso del número a; a
5) si a <  b y c >  0, entonces a-c <  b-c\ si o <  b y 

c <  0, entonces a-c >  b-c.
Para cualquier par ordenado de número a y b  (b es distinto 

1de cero)el número a*— se llama cociente de la división de a o
entre ó y se designa :0 G

IV. Conexión de las operaciones de adición y multiplica
ción.

Para cualquier terna de números a, b y c 
(a +  b)-c =  a-c +  b-c

(distributividad de la multiplicación respecto a )q adición).
V. Propiedad de Arquímedes.
Para cualquier número a existe tal número entero n que 

n >  a.
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Do esta propiedad se desprende, en particular, que para 
cualesquiera números a y b si a >  0 existe un número natu
ral n tal que

n-a >  b.
VI* Propiedad de continuidad.
Las propiedades enumeradas más arriba I~  V son propias 

también para algunos otros conjuntos numéricos (por ejem
plo, para el conjunto de todos los números racionales). 
Un conjunto de números reales, a diferencia de un conjunto 
de números raciónalos, tiene una propiedad más, esencial
mente nueva, la continuidad.

Existen diferentes definiciones de la propiedad de con
tinuidad del conjunto de números reales. Una de ellas será 
citada a continuación y se denomina principio de segmentos 
encajados o axioma de continuidad del conjunto de números 
reales (según Cantor).

Si se dan dos números < z y 4 ,f l^ 6 , entonces el conjunto 
de todos los números x para los cuales a ^ x ^ b ,  se llama 
segmento numérico y se designa [a\ 61. El número b — a 
se llama longitud del segmento numérico.

Un sistema de segmentos numéricos
fttj, Ój], (fljt * « • i 4nl

se llama sistema de segmentos encajados, si

al ^ i  0 * ^  • ■ ^
Respecto al sistema de segmentos encajados [an\ 6„], n 
=  1, 2, 3, . . .  se dice que la longitud de los mismos tiende 
a cero con el crecimiento de ra, si para cualquier número 
t  >  0 existe tal número n0 que para todos los números 
n ^  nfí se cumple la desigualdad

t>n — «n <
Principio de segmentos encajados. Para cualquier sistema 

de segmentos encajados existe por lo menos un número que 
pertenece a todos los segmentos del sistema dado.

Del principio de segmentos encajados se deduce, en 
particular, que para cualquier sistema de segmentos en
cajados que tiende a cero en la longitud tiene un único nú
mero que pertenece a todos los segmentos del sistema dado.
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4.3. Representación de números reales por fracciones 
decimales. En vigor de la propiedad de Arquímedes para 
cualquier número no negativo a se halla un número entero 
no negativo N  tal que

N ̂  a <  N  +  1.
Partamos un segmento numérico [JV; ¿V +  11 en diez 

partes iguales y examinemos los segmentos
[N; 1), IN% 1; N, 21...........liV, 9; N  +  11.

Existen dos casos: a no coincide con ninguno de los 
puntos de la división o a coincide con uno de los puntos de 
la división. En el primer caso a pertenece sólo a uno de los 
segmentos enumerados, que designaremos I x:

/*! =  \N , nx\ N, nx +  1],
donde nx es una de las cifras 0, 1, 2, . . 9. Si a es un
punto do división, entonces como segmento / \  eligiremos 
aquél, para ol cual a es el extremo izquierdo.

Partamos el segmento I Y en diez partes iguales y escoja
mos de ios diez segmentos obtenidos aquél que contiene 
ol punto a y para el cual e no es el extremo derecho. Desig
nemos el segmento elegido por I 2. Continuando este pro
ceso, obtenemos un sistema de segmentos encajados

/* =  [AT, nxn2 . . . nh\ N, nvn2 . . . (nk +  1)* 
donde nx (i =  1, 2, 3, . . k) es una de las cifras 0, 1, 
2, . . ., 9. Cada uno de los segmentos /* contiene el punto a 
y para ninguno de estos segmentos el punto a es el extremo 
derecho.

A las expresiones
Ar, nxnz . . . nh y N, nxn* . . . (nh +  1) 

las llaman respectivamente fracciones decimales convenientes 
inferior y superior del orden k y  las designan ah y ah. Estas 
fracciones satisfacen las relaciones

&h ^  &h i 
ük^fhl+ír 

ah ^ aK+H (1)
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Las sucesiones (a/() y (a^), formadas respectivamente por 
las fracciones convenientes inferiores y superiores, tienen 
los límites a y a
lím Nj n}n2 . . . nk -= a; lím TV, nxn2 . . . inh +  1) =H .
Jfc-OO -  k-K*

En vigor de la última de las relaciones (1) las fracciones 
decimales a y a  son iguales, es decir, representan una misma 
fracción decimal.

De otra parte, a es el único punto que pertenece a todos 
los segmentos I h con longitudes que tienden a cero.

De tal manera, al número a le está asignada la frac
ción decimal N, nxn2 . . . nk . . la cual se llama irtscrip- 
ción decimal (o representación decimal) del número a y se 
escribe

a — N y ntn2 . . . nk . . .
La correspondencia entro el conjunto de todos los núme

ros reales y el conjunto de todas las fracciones decimales 
no es una correspondencia biunívoca: a distintas fracciones 
decimales les puede corresponder un sólo número, es decir, 
a fracciones con la forma

Ny nxn.¿ . . . nk (9) y TV, nvnz . . .  (nh +  i) (0)
les corresponde un mismo número racional. Por ejemplo,
el número racional admite la inscripción en forma de dos
fracciones decimales distintas: 0,25 y 0,24(9), de lo que 
es muy fácil convencerse, utilizando el algoritmo de la  
conversión de una fracción periódica infinita a una fracción 
racional (véase p. 5.5 del capítulo presente).

Si examinamos el conjunto de fracciones decimales cuyo 
período se compone no sólo de la cifra 9 (a tales fracciones 
les llaman admisihles)y entonces entre ci conjunto de todos 
los números reales y el conjunto de todas las fracciones 
decimales admisibles se puede establecer una corresponden
cia biunívoca, en vigor de la cual se puede identificar el 
mismo número y su representación decimal.

Partiendo de la definición de la suma, diferencia, pro
ducto y cociente de ios números racionales, se puede intro
ducir el concepto de suma, del producto, de la diferencia

§ 4.
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y del cociente de dos números reales cualesquiera (menos 
la división entre cero), y ol concepto del valor absoluto 
del número real.

Sean a y b dos números reales:
a — Ar„, n,ra, . . . nk . . b =  M 0, . . . m* . . .

Los números
l ím  ( a , , - ¡ - ó h) =  a  +  ó ,
k-*oO
l í m  — a-b,
h—oo ~
lím (ah — bk) =  a — b.
k-*-OG -  “

so llaman respectivamente suma, producto y diferencia de 
los números reales a y b.

El número
ahlím -=£■

se llama cociente de los números a y b si b =5¿= 0.
Para tal definición del cociente de dos números reales 

puede resultar que para ciertos kbh =  0, Pero en vigor de la 
condición b 0 siempre se halla tal número k9 que bh ¥* 0 
para k^ t k0 y entonces la sucesión a^lb^ debe ser examinada 
no para todos ir £ N, sino para k =» k0, A0 +  1, A0 -l~ 2, . . .

El número no negativo
|a  | =  lím |a h |.

k-+oo

se llama valor absoluto (módulo) del número real a.
4.4. Representación geométrica de un conjunto de núme

ros reales. Examinemos una línea recta (que vamos a lia- 
mar eje) con un punto arbitrario elegido en ella, que desig
naremos con la letra O (por ahora precisamente con la letra 
y no con el número cero). Elijamos cualquier otro punto E 
que se encuentre en la recta a la izquierda dol punto O. 
El punto O parte la recta en dos rayos: un Tayo, al cual 
pertenece el punto E , se llama semieje positivo y un segundo 
rayo que se llama semieje negativo. Examinemos ahora el seg
mento de la recta con los extremos O y E (íig. 2.1).
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Tomemos como unidad (al segmento OE también lo 
llaman segmento de escala) la longitud del segmento OE 
que designaremos | OE |. Demostremos ahora la correspon
dencia entre los números 0 y 1 y los puntos O y supo
niendo que el punto designado con la letra O corresponde 
al número cero y el punto designado con la letra E corres
ponde al número 1 (al punto O lo llaman también origen de 
las coordenadas) . Ahora es muy fácil demostrar la correspon
dencia entre cualquier número natural fijo y cierto punto

--------------------- 1 ■ i---------------------------------
0 £

Fig. 2.1.

de la recta, Ilion determinado. Por ejemplo un punto que 
corresponde al número ñ se encuentra a la derecha del origen 
de las coordenadas a una distancia igual a cinco longitudes 
del segmento OE\ al número negativo entero n le asignamos 
el punto que se encuentra a la izquierda del punto O a una 
distancia igual a n longitudes del segmento OE: n. | OE |. 
Por ejemplo, el punto que corresponde al número S se en
cuentra a la izquierda del punto O a una distancia cinco 
veces mayor que la unidad de longitud.

Así sucesivamente, si tomamos el segmento unidad OEm 
lo partimos en n parles iguales y trazamos a la derecha del 
punto O la parle n del segmento OE, entonces el punto, 
cual es el extremo derecho del segmento trazado, se consi
dera como el punto que représenla el número— . Si traza
mos a la derecha del punto O la suma m de segmentos de 
longitud | OE | entonces, el extremo derecho de la suma
será un punto que representa el número positivo racional — .
Análogamente se pueden construir los puntos que correspon
den a los números racionales negativos.

Queda por señalar el procedimiento do correspondencia 
de los números irracionales a los puntos de la recta. Supon
gamos que tíl número positivo a es irracional. Construyamos 
las sucesiones de fracciones decimales convenientes para
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el numero irracional «:

1̂* • • • y ^2’ ®3* • • *i •

Los términos de estas sucesiones son los números raciona
les» a los cuales corresponden los puntos adecuados de la 
recta. Construyamos un sisléma de segmentos [a a j;  
[a2; a2l; . . . l<v, «?,!; . . . »  encajados uno en otro. La 
longitud de estos segmentos tiende a cero con el crecimiento 
de Estos segmentos tienen un sólo punto común» precisa- 
mente el punto correspondiente al número irracional a .

De tal manera se puede aplicar el conjunto de todos los 
números reales R sobre el conjunto de los puntos de la 
recta. Es válido también lo inverso: a cada punto do la 
recta se puede asignar un único número real.

Entre el conjunto de números reales y el conjunto de 
puntos de la recta existe una correspondencia biunívoca 
y con frecuencia no distinguen estos dos conjuntos, diciendo 
simplemente «la recta numérica».

4.5, Representaciones decimales de los números raciona
les e irracionales. Un número racional se define como un 
número que puede ser escrito en la forma mfn% donde m y n 
son números enteros y n >  0.

Examinemos tres ejemplos de representación do los dis
tintos números racionales en forma de fracciones decimales.

Ejemplo 1. Escribir el número racional 1/4 en forma de 
fracción decimal:

De los cálculos citados mus arriba se ve que el proceso 
de división termina después de uu número finito de pasos 
y el número 1/4 puede ser escrito en forma de la fracción 
decimal 0,25.

lo
s

i

20
20
O
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Ejemplo 2. Escribir el número racional 5/11 en forma 
de fracción decimal:

§ 4.

* 5 I 11
50 (0,4545
44 

60 
55

*__ 50 
__ 44_

60
55

* 5

Al examinar los cálculos citados más arriba, es muy fá
cil observar que si continuamos el proceso de división, 
seguiremos obteniendo en el resto los números 6 y 5 sucesiva
mente y cada vez, obteniendo como resto el número 5, empe
zamos de nuevo el ciclo de división (en el ejemplo citado 
más arriba marcamos con estrellitas el comienzo de los tres 
primeros de estos ciclos). En este ejemplo el proceso de 
división no termina nunca, por consiguiente, el número racio
nal 5/11 se escribe como fracción periódica decimal infinita 
0,(45).

Ejemplo 3. Escribir el número racional 131/090 en forma 
do una fracción decimal:

131 990
__1310 0,132

990
* _3200

2970
_23UU

1980
* 320

En este ejemplo, al igual que en el anterior el proceso 
de división no termina nunca. Pero aquí la reiteración del 
ciclo de división comienza con un número, distinto al núme
ro del comienzo de la división (aquí son los números 320), 
este número apareció en uno de los restos. Por consiguiente, 
el número racional 131/990 se escribe en forma do fracción 
decimal periódica mixta 0,1(32).
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Los Ires ejemplos reden citados describen todos ios 
casos posibles con los que tropezamos al escribir un numero 
racional en forma de fracción decimal. Examinemos un 
número racional positivo arbitrarlo m/n, donde m y n son 
números enteros positivos (el caso de una fracción racional 
negativa puede ser examinado análogamente). Durante la 
división del número natural m entre el número natural n en el 
resto pueden aparecer sólo los números siguientes:

Si durante el proceso de división en el resto aparece el nú- 
mero 0, el proceso de división se termina y, por consiguiente, 
el número racional nifn se representa como una fracción 
decimal finita. Si en el proceso de división el número cero 
en el resto no aparece, entonces por lo menos cu el trans
curso de n — 1 paso surge inevitablemente la reiteración 
clel resto; a partir de este momento comienza un ciclo nuevo. 
La fracción decimal periódica infinita (mejor decir, una 
fracción decimal periódica admisible) es el resultado tío la 
división.

De tal manera, cualquier número racional m¡n es repre
sentare tanto en forma de una fracción finita como infini
ta periódica; y a la inversa, cualquier fracción finita y tam
bién cualquier fracción decimal periódica infinita es la 
expresión de cierto número racional.

El número racional mín {my n son números enteros recí
procamente simples y n >  1) puede ser escrito en forma de 
fracción decimal finita cuando y sólo cuando el número n 
tiene como divisores simples suyos sólo los números 2 y 5. 
Además el número n no debe obligatoriamente tener entre 
sus divisores simples ambos números (2 y 5); este número 
puede dividirse sólo entro uno de ellos. Si n =  i ,  entonces
la fracción — también se escribe en forma de una fracción
decimal finita. Por ejemplo, los números racionales 1/25, 
1/10 y 7/1, donde n es igual respectivamente a 25, 10 y 1, se 
representan en forma de fracciones decimales finitas;

0 , 1, 2 n — 1

u
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Puesto que cualquier número real puede ser escrito en 
forma de fracción decimal y cualquier número racional, o en 
forma de una fracción decimal finita, o en forma de una frac
ción decimal periódica infinita, entonces cualquier número 
irracional puede ser escrito en forma de fracción decimal 
aperiódica infinita.

Esta propiedad de los números irracionales a veces es 
considerada como definición de los números irracionales:

Un número real, cuya inscripción decimal es una frac
ción decimal aperiódica infinita, se llama número irracional.

Propiedades de los números irracionales. A diferencia 
del conjunto de números racionales que era cerrado respecto 
a las operaciones de adición, sustracción, multiplicación 
y división (menos la división entre cero) el conjunto de 
números irracionales no tiene carácter cerrado para ninguna 
dé las operaciones citadas. Para convencerse de que los con
juntos de números irracionales no tienen carácter cerrado, 
por ejemplo, respecto a la operación de adición, es suficiente 
indicar un sólo par de números irracionales, la suma de los 
cuales es racional. Como par de tales números pueden ser 
tomados, por ejemplo, los números 0,1010010001 ... y 
0,0101101110..., el primero de los cuales se forma mediante 
la sucesión de unidades, separadas respectivamente por un 
cero, dos ceros, tres ceros, etc., el segundo, mediante la 
sucesión de ceros, entro los cuales se encuentran una uni
dad, dos unidades, tres unidades, etc. Cada uno de estos nú
meros es un número irracional, mientras que su suma e9 un 
número racional, cuya representación decimal tiene la forma

0,111 . . .  1 . . .  - 0 ,  {!) =  - .

La suma, diferencia, producto y rosto del número irracio
nal a y del número racional r son números irracionales.

Do osla propiedad do los números irracionales, en par
ticular, so deduce que, teniendo sólo un número irracional, 
se puede construir mediante números racionales una canti
dad infinita de números irracionales.

4.6. Algunos modos de demostración de la irracionalidad 
de los números.

Demostración de la irracionalidad de los números basada 
en la dejiníción del número racional. La irracionalidad de
6-01477
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ciertos números puede ser demostrada mediante el método 
de demostración por reducción «al absurdo».

Supongamos que, por ejemplot necesitamos demostrar la 
irracionalidad del número Y 2* Supongamos que ^ 2  es un 
número racional, es decir, es un número que puede ser repre
sentado en forma de

V  2 — (2)

donde m y n — son números naturales reciprocamente pri
mos. Para demostrar la imposibilidad de la representación 
del número Y 2 en forma (2) utilicemos la simplicidad reci
proca de los números m y n. O, mejor dicho, utilicemos el que 
Jos números m .yn  no son pares, en caso contrario la fracción
-2- sería reducible. Elevando los dos miembros de la igual
dad (2) al cuadrado, obtendremos

n2

El número 2 *n2 es par. Por eso mr y, por consiguiente, m 
también debe sor par. Suponiendo m =  2*k, la igualdad 
2 c= nt2 se puede escribir en la siguiente forma

2 -n* =  (2**)2 <=> 2 =  4fc* <=>«* =  2-**.

De la última igualdad vemos que el número n2 es también 
par; por consiguiente, n es par también. Llegamos a la con
clusión que tanto m como n son números pares, mientras 
que la fracción m/n según la suposición es irreducible. La 
contradicción obtenida demuestra que e i snúmcro Y 2 no se 
puede representar en forma de mlny y, por consiguió»le, es 
irracional.

Análogamente puede ser demostrada la irracionalidad 
del número j/'ü. Pero, a diferencia del caso anteiior, eJ 
factor decisivo aquí es que los números m y n no se dividen 
al mismo tiempo entre 3.

Demostración de la irracionalidad de los números mediante 
el teorema principal de la aritmética. La irracionalidad do 
ciertos números se puede demostrar mediante e! teorema 
principal de la aritmética (véase p. 1.3). Según el teorema
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principal de la aritmética cualquier numero natural única
mente so descompone on el producto de factores primos* 

Por ejemplo, demostremos que el número Ig 2 es irracio
nal. Supongamos que esto tío 69 asi, es decir, que existen 
tales m y n naturales para los cuales

m
lg 2 =  , ó 2 ^ 1 0 "  .

Elevando ambos miembros de la última igualdad a la poten
cia n7 obtenemos

2« -  I0m <=> 2n *= 2TO-5TO.

Según el teorema principal de aritmética la igualdad 2n =  
— 2"-5“ es imposible, puesto que 2n es un número natural 
que para ningún valor de n se divide entre 5, puesto que m es 
número natural. Por consiguiente, el número Ig 2 es irra
cional.

Un ihétado general de demostración de la irracionalidad de una serie 
de números (incluyo la irracionalidad de ciertos valores de funciones 
trigonométricas). Un método bastante general de demostración de la 
irracionalidad de los números se basa en el teorema siguiente;

Si la ecuación algebraica
n9zk +  >hxk~l +  - - • +  nk-ix +  nk — (l

cuyos coeficientes son números enteros tiene una raíz racional —n
(los números m y n son recíprocamente primos), entonces el número m 
es divisor dei número «h y el número n es divisor del número n0. 

Examinemos ahora la ecuación que tiene la forma

*k +  ntx*-1 +  - • . +  nh„i* +  nh =  0
cuyos coeficientes son números enteros y el mayor de los coencientes 
es igual a i .  Si eála ecuación tiene una raíz racional, entonces según 
el teorema citado esta raíz es entera y es divisor del número nk* El
número j/a*, donde A* y a son números positivos enteros, o es irracional, 
o es entero. En el último caso el número a es la potencia k de un nú
mero entero.

La demostración de la irracionalidad de los números mediante 
el teorema formulado se realiza de la manera siguiente*):

1) Se escribo una ecuación algebraica de la potencia natural más 
pequeña con coeficientes expresados con números enteros, una de las

*) El método que exponemos a continuación puede utilizarse 
sólo para demostrar la irracionalidad de los números algebraicos 
(véase p. 4.7).
o*
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raíces do esta ecuación es conocida de antemano, el número a, cuya 
irracionalidad hay que demostrar.

2) Se hallan los divisores primos del primer coeficiente n9 {lela 
ecuación obtenida y del término libre De los números enteros obte
nidos se componen todos los números racionales posibles cuyo nume
rador es el divisor del número n* y el denominador es el divisor del 
número n0. Entonces, según el teorema formulado más arriba, sólo 
estos números racionales pueden ser las raíces racionales de la ecua
ción dada.

3) Comparando estas raíces «potenciales» con el número dado a, 
muestran que ninguno de los números racionales construid oís es igual 
al número a, lo que demuestra que el número a es irracional.

iifatnplos. 1. Demostremos que el número J /T — "[Í3 es irracional.
Supongamos que x Y %— Y 5** Entonces x y' 3 c*

Elevando ambos miembros de la igualdad al cubo, después de unas 
transformaciones no complicadas obtendremos la ecuación

*3 +  9* _  2  =* —3 yT(x* +  1).
Elevando ambos miembros de la última ecuación al cuadrado, después 
de la reducción de términos semejantes obtendremos la ecuación

— $x* -  4** +  27x2 — 30* -  23 =  0.
Del procedimiento de construcción de esta ecuación se desprende 

que el número í 2 — Y  3 es su raíz. Por otra parte, las únicas raíces 
racionales posibles de esta ecuación son los números — dividores ente
ros del número —23, es decir, + Í ,  ^ 1 ,  +*23, —23. La sustitución 
directa do estos números en la ecuación muestra que éstos no son sus 
raíces. De esta manera, nuestra ecuación no tiene raíces racionales 
y el número Y 2 — Y 3 es de antemano irracional.

2. Demostremos que eos 20° es un número irracional.
Según la fórmula del argumento triple eos GO* =  1/2, eos 20° 

se relaciona con la fórmula
eos G0° =ü 4 eos3 20° — 3 eos 20°.

Al denominar eos 20° x t escribiremos la última igualdad en 
la siguiente forma

_  G.r — 1 = 0 .  (3)
El número r  — ros es lo raíz de esta ecuación. Aplicando a esta 

ecuación el teorema formulado más arriba, vemos que sus únicas raíces 
racionales posibles son los números ± 1 , ±1/2, ±1/4, ±1/8. Susti
tuyendo estos números en la ecuación (3), podemos convencernos que 
ninguno de ellos es raíz de esta ecuación. Por consiguiente, nuestra 
ecuación no tiene raíces racionales y por eso el número eos 20° es 
irracional. Es necesario subrayar que el procedimiento de la utilización 
directa ele la fórmula del argumento triple no sirve para la demostra
ción, por ejemplo, de la irracionalidad del número eos 10°, puesto 
que la ecuación algebraica de la tercera potencia, cuya raíz es x =  
=  eos lu°, tiene ios coeficientes irracionales. La irracionalidad de
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eos 10° se puede demostrar en dos etapas: primeramente demostrar 
que eos 20° es un número irracional» después» utilizando la fórmula

1 +  eos 20° »  2 eos2 10°,

mostrar» haciendo uso del método de la demostración por reducción 
al absurdo que eos 10® no puede ser un número racional.

Indiquemos además un principio simple que permite demostrar 
la irracionalidad de muchas funciones trigonométricas:

Si el ángulo 0 es tal oue el número eos 20 es un valor irracional, 
entonces eos 0» sen 0, tg é también son irracionales.

Para convencerse de que esta afirmación es válida es .suficiente 
utilizar el método de la demostración por reducción al absurdo, uti
lizando previamente las fórmulas del argumento medio y la identidad 
trigonométrica conocida

Asi pues, supongamos que sen 0 es un número racional; entonces 
2 sen2 0 es también un número racional. Puesto que sen2 0 y eos 20 
se relacionan por la igualdad

1 — eos 29 =  2 scu2 0,

de la racionalidad de 2sen2 G se deduce la racionalidad de eos 20. 
La contradicción obtenida demuestra que tonto sen 0, como eos 20, 
son irracionales.

4.7. Números algebraicos y trascendentes. Un conjunto de núme
ros reales, además de estar dividido en un conjunto de números racio
nales y un conjunto de números irracionales, puede ser dividido en 
otros dos conjuntos: en uu conjunto de números algebraicos y un con
junto de números trascendentes.

Un núineTO real que es raíz de cierta ecuación algebraica c<m los 
coeficientes enteros *0, n j, . . n h cuya forma es

n0x +  njxft-1 +  • • * +  nh-ix +  nk ^

se llama núm ero algebraico.
Un número real que no es raíz de ninguna ecuación algebraica 

con coeficientes enteros se llama num ero trascendente.
El conjunto do todos los números racionales es un subconjunto 

del conjunto de números algebraicos, puesto que cualquier número
racional — es la raíz de la ecuación de primer grado 

n

nx — m as 0.
De aquí se deduce también que cualquier número trascendente os 

irracional.
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La partición de un conjunto de números reales en distintos sob* 
conjuntos puede ser representada esquemáticamente como sigue:

Números reales —

Números reales —

[Hacionales (todos ellos son algebraicos)
Irracionales -  [Algebraicos

L Trascendentes

[. .  . Racionales
Algebraicos — [ lrracionales

Trascendentes (todos ellos son irracionales)Ciertos números trascendentes. En el p, 1.6 fue demostrada la irra 
cionalidad de ciertos números, en particular, la irracionalidad dcllg 2. 
Al mismo tiempo el lg 2 es número trascendente. Por primera vez la 
suposición acerca de la trascendencia del número lg 2 fue mencionada 
por L. Euler en el siglo XVIII. La demostración de la trascendencia 
del número lg 2 es rnás complicada que la demostración de su irracio
nalidad y se basa en métodos mucho más genéricos y profundos que 
aquellos que se utilizan para la demostración de su irracionalidad. 
La trascendencia del número lg 2 se desprende del siguiente teorema 
genera]:

El número ab es trascendente, si los números a y ó son algebraicos 
(los casos a =  0, a =  i y el caso de b racional están eliminados).

Los bien conocidos números e y n son también trascendentes, su 
trascendencia fue demostrada a fines del siglo diecinueve. Anotemos 
que el problema de algebraidad o de trascendencia del número n se 
relaciona estrechamente con Ja solución de un problema geométrico 
formulado algunos siglos antes de nuestra era. Este problema se llama 
problema de la cuadratura del círculo y se formula de la manera siguien- 
te:

¿Es posible construir un cuadrado cuya área sea igual a la de un 
circuló con un radio igual a la unidad utilizando para ello sólo un 
compás y una regla?

Se sabe que mediante un compás y una regla se pueden construir 
sólo tales figuras geométricas, cuyas, áreas se expresan mediante un 
numero algebraico. Por eso la trascendencia de! número n muestra la 
imposibilidad de solución del problema sobre la cuadratura del cír
culo.

Y a la inversa, los valores de las funciones trigonométricas para 
ciertos valores del argumento (por ejemplo, los valores de eos 20° y 
sen 10a, la irracionalidad de los cuales fue demostrada en el p. 4.6) 
son números algebraicos, lo que se desprende del teorema siguiente:

Para cualquier número racional r los números sen (90°*r), 
cos(90°*r) y tg(90°»r) son algebraicos. La única restricción que es 
necesario tener en cuenta consiste en lo siguiente: en el 'caso de 
ig (90°*r) el número r debe ser tal que el número tg(90°'r) exista.

Anotemos en conclusión que el conjunto de todos los números 
algebraicos forma un conjunto numerable y el conjunto de todos los 
números trascendentes forma un conjunto innumerable,
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4.8. Potencias y raíces. La propiedad do nsociatividad 
de la multiplicación de números reales permite introducir el 
concepto de potencia natural de cualquier número real: 

el número real b que se obtiene como resultado de la 
multiplicación del número a por si mismo n voces:

4 b = a -a -a -  . . .  -a
n  f a c t o r e s

so llama potencia natural n.
La potencia n del número a se denota an y se escribe

b =  an.

El número a se llama base de una potencia y el número nf 
exponente de una potencia.

Para a 0, según la definición nD -- 1; 0° no está defi
nido- 4

Para a 0, según la definición a-n — \  (n es un nú
mero natural).

La única solución positiva de la ecuación xn — aso llama 
raíz de n-ésima potencia (o raíz aritmética de n-csima poten
cia) del número real positivo a.

La raíz de n-ésima potencia del número a se designa con 
— 2

y/~a ó an*\ La raíz de segundA potencia (raíz cuadrada) 
suele designarse simplemente Y a .

_ i
para a =  0, / 0  =  Ü ó 0" == 0.

Si un número real a es negativo, la raíz de n-ósima poten
cia del número a se halla sólo para n impar como solución 
única real negativa de la ecuación xn =  a.

La raíz de n-ésima potencia del número real negativo a 
se designa con el mismo símbolo Y a (n cs impar).

El número ( Y &)** se llama potencia racional ~  (m es 
entero, n es natural) del número real positivo a.

•) El símbolo Y ~  también se llama radical de n-égiroa potencia.
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La potencia racional del número a también se escribe do 
la siguiente forma:

71 1 1 H »í
(Y a )m (a»)m - (aM)" -  Y a 'n - a ~ .

De la definición de la potencia racional de un número 
positivo so deducen las igualdades

w u m w__
V « 'V a  Y «■”+*',

V 1fu  V a.
»r ____  7i H

V a-b--- V « •  V b.

Una potencia con cualquier valor real del exponerte puo- 
de ser introducida,por ejemplo, de la juanera siguiente.

Supongamos que b es un número real escrito en forma de 
fracción decimal infinita:

b - - A * ti i , H 2 » • ■ •» ^  h * ■ •»

y sea (&*) una sucesión de fracciones decimales convenientes 
inferiores del orden k para el número es decir,

&! =  Ar, &2 ~  iY, /í)t ?t2; . . bh =  N y n1? tt2. . .
• • -'V» • • •

Para cualquier número positivo <i se puede formar una 
sucesión infinita

ab) ab ; , . ai*; . . .

El límite de esta sucesión se denota ab y representa una 
potencia real dei número a .



Números reales 89

Do la definición dol número a1' se deducen las igualdades 
a'*+ñ al’,
(a*)^-- a " 11,
Ji

—  a*-**nfi ~ a 

(a ■ b)a -  aa -h"\
/ u \c¿ aa
l"W J 1F '

4.9. Logaritmos. Sea <x un número real positivo (|ne 
so distingue de la unidad y A/, cualquier número real posit ivo. 
El número designado logtt¿W, tal que

/¿lutfaM — ftj

se llama logaritmo del número M respecto a la base «.
El logaritmo log„A/ del número positivo M para la baso 

positiva a distinta de la unidad se puede definir también 
como la solución de la ecuación

§ 4-

ax M.
Las propiedades principales de los logaritmos:

l«g,t (a1') - k  (a > 0 , « # 1 ) ;  
loga (A/,A/2) -  ]og„ A/, 4  loga M., (M\ > 0 ,  M.¿ > 0 );

lo?a (■ ^ ')= - loítnA/,—lognA/2 (A/,> U, A:/2>U);

loga (¿O C loga b\

loga C c .
lo^a 1 logt; c -• 1

1oííc </

Los logaritmos decimales {logar ¡tinos respecto a la liase 10) 
logi0a suelen denotarse !g a.

Los logaritmos naturales (os decir, los Jogarilmos respecto 
á la base e 2,718281828 logta suelen designarse In a.
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Los logaritmos decimales y naturales so relacionan por 
las siguientes igualdades

In ® — =  1° 10 .]ga =  (2,30259 . . . )  lga ,

lg a =  =  tg*.ln  a =  (0,43429 . . . )  Ina.

§ 5, Fracciones decimales
5.1. Sistema decimal posicional de numeración. El modo 

mas difundido para escribir los números es el empleado en el 
sistema decimal posicional de numeración )*. La esencia de 
este modo de escribir los números consisto on lo siguiente:

1. Todos los números rraturales desde la unidad hasta el 
nueve so designan con los siguientes símbolos individuales:

1, 2, 3 , 4, 5, 6, 7, 8, 9.
A estos símbolos se une adicional mente el décimo signo 0, 

rpie es ol símbolo del cero. Los diez símbolos enumerados se 
llaman cifras del sistema decimal de numeración.

2. Una misma cifra tiene distinto sentido según la posi
ción de esta cifra respecto a las demás en la escritura del 
número (en oslo consiste el carácter posicional del sistema 
de numeración). Así, por ejemplo, en el sistema decimal 
posicional de numeración las combinaciones 4521 y 4125 do 
cuatro cifras distintas 1, 2, 4, 5 dan la expresión de dos 
números naturales distintos.

La cifra que se oncucntra en el primer lugar a la derecha 
en la expresión dol número natural indica la cantidad de 
unidades que contiene el número dado; la cifra que se en
cuentra en el segundo lugar indica la cantidad de decenas; 
en el tercer lugar, la cantidad do centenas; en el cuarto lu
gar, la cantidad de millares, etc.

Para escribir un número natural en el sistema decimal 
posicional de numeración se dice de la primera cifra situada 
a la derecha, que ella so encuentra en el orden do unidades, 
de la segunda so dice, que se encuentra en el orden do decenas; 
de la torcera, que so encuentra en el orden de centenas, etc.

•) En la práctica se suele omitir la palabra «posicional* y se 
dice sólo «sistema decimal ríe numeración»,
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En el sistema decimal de numeración la expresión

-l^ft-2» •
donde n*T n0 son cifras, es la expresión
condicional del número
«*•10* +  «ft.,-10*-1 +  rt*_,-10ft-a +  . . .

. . .  -(- «1-10 +  nt . (1)
Para escribir un número natura! en el sistema decimal 

de numeración sucio emplearse también la regla siguiente: 
cualesquiera de las diez cifras, menos ol cero, puede ser. la 
última cifra a la izquierda de la inscripción. Así, por ejem
plo, se suele escribir el número doce en forma de 12 y no 
012 ó 0012. Gracias a esta regla desaparece la posible mul- 
tiformidad en la escritura de un mismo número.

El sistema decimal de numeración e3 uno de los muchos 
sistemas posicionalcs de numeración posibles. Así pues, todos 
los cálculos realizados por las computadoras electrónicas se 
ofcctúan mediante ol así llamado sistorna posicional binario 
de numeración. Los números en el sistema posicional binario 
de numeración se escriben mediante dos cifras: el cero (0) 
y la unidad (1).

En el sistema posicional binario de numeración la escri
tura

dolido a„, <*„_,, a-,,-,, . . ., a,, a„ son cifras del sistema binario 
de numeración que representan la escritura abreviada del 
número
<V2" I +  írn. s.2"‘8 -I- . . .

. . . - ! -  r/,-21 (2)
Ejemplo. En ol sistema posiciomil binario de muncrarióji 

ol número 9 se escribe como 1091.
Es muy fácil convencerse en esto, si escribimos el número 

1001 en forma de (2):
1*23 +  0-22 -f 0-21 +  1-2° -  9.

5.2. Concepto de fracción decimal. La fracción decimal 
es una forma de escribir el número real en el sistema decimal

§ 5.
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posicional de numeración. La fracción decimal
/V, 77.,, 7l2, 7ls, . . 71*. . (3)

donde N  os un número entero y n,, 7ia, n3, . . ti*, . . cifras 
dol sistema decimal de numeración, os la expresión condi
cional del número real

Ki i n2 j  . j_ n* j
10* 'r 10* "t‘ 1U3 - ' tOfc ‘

El nAmero calcio N  so llama parte entera de la fracción 
decimal (3). De la cifra Wj, que se encuentra en la fracción 
decimal (3) en el primer lugar después del punto, se dice 
que se encuentra en el orden de décimas partes de la unidad; 
de la cifra n2, que se encuentra en el segundo lugar, se dice 
que se encuentra en el orden de centésimas partes de la 
unidad; de la cifra n3 que se encuentra en el orden do milé
simas partes, etc.

Conforme a la definición de fracción decimal dada más 
arriba, en caso quo Ar sea un número entero negativo, el sig
no menos no se escribe delante de toda la fracción, sino 
sobre el número I iV |. Por ejemplo, una fracción decimal 
2, 135... es la expresión condicional del número real

- 2  i 0,135. . .
Debemos subrayar que para N  negativo tal expresión do 

la fracción decimal en una serie de casos (por ejemplo, para 
efectuar acciones aritméticas) os bastante incómoda. Por 
eso, muy a menudo, se usa otra forma de inscripción:

Sea a un número real positivo que tiene la representación 
decimal

a =  3,521.
El número —a inverso del número a, conforme a la de

signación citada más arriba tendrá la representación decimal
—a =  4,470.

Pan evitar la lescoriformidad en las designaciones de 
los números reales y sus representaciones decimales, tam
bién se escribe el número —a en la forma siguiente:

— a -  —3,521 — 2
10*

l
10a *
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La fracción decimal N, nl , n,„ nu. . ,nh. . .se llama infini
ta, si para cualquier k natural existo un número l > k  
tal que nt ^  0.

La fracción decimal N, nxn2rfn . . . nt{. . . se llama 
finita , si existe tal número natural A- que nh 0 y rc, =  0 
para todos l >  k . Las cifras N, nx, nz, . . nh se llaman 
cifras significativas.

En la escritura de una fracción finita suelen omitir los 
ceros que se encuentran después de la última cifra significa
tiva, es decir, la fracción

. .rĉ OO. , .0. .

donde nh ^  0, se escribe en la forma siguiente:
¿V, nYn2n^ . .re*.

fVamcmes decimales periódicas. Una fracción decimal 
Ar, n1n2n3. . . nfi . . . se llama periódica, si existen tales 
números naturales p , g que =  a* para todos k >  q. 
Para la designación de una fracción decimal periódica in
finita se usa la expresión N , nln2 , . .  nq (n7+1ng+2. . .n*+;i), 
donde un conjunto de cifras e74.j«7+a. . .wg+J> se llama 
período de la fracción.

A veces las fracciones periódicas suelen dividirse en frac
ciones periódicas puras, las cuales se escriben

N, {n±n%. . ./i*), 
y las fracciones periódicas mixtas que so escriben 

N, nxru. . Mh (nfe.f ln*+2. . .rc*+P) (* >  1).
Por ejemplo, 2,131313. . . -■=- 2,(13) es una fracción pe

riódica pura y 2,41313. . . -™ 2^(13), una fracción periódica 
mixta.

La partición de un conjunto do fracciones decimales en 
subconjuntos de fracciones finitas o infinitases bastante con
dicional, puesto que cualquier fracción decimal finita 
(menos el número cero) puede ser escrita como una fracción 
periódica infinita. Esto se puedo hacer con un procedimiento 
evidente, por ejemplo, representando una fracción decimal 
finita 0,25 como 0,25000. . .0. . . — 0,25(0), es decir aña
diendo a la fracción finita una cantidad infinita de ceros.
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Las fracciones decimales infinitas, cuyo periodo consta 
oo sólo de una cifra 9, se llaman fracciones decimales admi
sibles.

En un conjunto de fracciones declínalos admisibles puede 
ser introducida la relación del orden, es decir, el conjunto 
de todas las fracciones decimales admisibles es un conjunto 
ordenado*

Las dos fracciones decimales infinitas admisibles
N9 n ^ n z . . . nk. . . y M f mímim3. . , mh . * •

se consideran iguales, si la parte entera de la primera frac
ción es igual a la parte entera de la segunda fracción (iV =  M) 
y Jas cifras que se encuentran en las mismas posiciones de 
estas fracciones son iguales:

^  — Wj, « * M fifi ~  ♦ • ♦

La fracción decimal infinita admisible 0, H1n,n3. . . 
. .  . nk. . .  se considera menor que la fracción decimal infinita 
admisible 0, m1m2m9 . . ,mk . . .

0, ranfla . . .nk . . . <  0, m1m2ma. . . mh . . .
si se halla tal número k para el cual

«i =  mlt nt  =  m„ . . n ^  =  mk-u  pero »* <  m»,
es decir, la comparación de las fracciones decimales se efec
túa por el primer par de cifras desiguales. Por ejemplo, la 
fracción 0,72159. . . es menor que la fracción 0,72160. . 
puesto que las tros primeras cifras que se encuentran después 
del punto coinciden en ambas fracciones y la cuarta cifra de 
la primera fracción es menor que la cuarta cifra de la segun
da fracción.

La fracción decimal admisible N t nxn2n3. . . nk. . . se 
considera menor que la fracción decimal admisible 
M, mtm2m3 . . . m*. . . .  si la porte entera de la primera 
fraccióa es menor que la parte entera de la segunda fracción 
(N  <  M ), o, si las partes enteras de estas dos fracciones son 
iguales (N =  M), la fracción decimal 0, , . . n* . . .
es menor que la fracción decimal 0, mim2m2. . .n k. . .

La comparación de dos fracciones finitas y también de 
una fracción finita y una fracción decimal infinita admisible
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se efectúa por las mismas reglas que la comparación de dos 
fracciones decimales infinitas admisibles.

5*3. Operaciones aritméticas con las fracciones deci
males finitas. Antes de empezar la descripción do las re
glas de las operaciones aritméticas con las fracciones decima
les es necesario hacer una advertencia. Vamos a escribir las 
fracciones decimales negativas en la forma que hemos acep
tado en el p. 4.3t es decir, vamos a considerar que si un 
número positivo a puede ser escrito en forma de una fracción 
decimal finita

N0, /v i2 . . . nk,
ontonces el número negativo a se escribe en forma de fracción 
decimal negativa

—N0, ntn2. . .nh.
37Por ejemplo, un número negativo — — seescribo —1,48¿o

y no 2,52.
La utilización de tal forma para escribir las fracciones 

decimales negativas permite realizar oporaciones aritméticas 
con las fracciones negativas en muchos casos análogamente 
a las operaciones aritméticas con los números enteros nega
tivos.

La adición y sustracción de fracciones decimales finitas 
se efectúa según las mismas reglas que la adición y sustrac
ción do números enteros; sólo es necesario escribir cada 
orden de una fracción bajo el orden de la misma denomina
ción de la segunda fracción y en lugar de los órdenes que 
faltan escribir ceros.

Ejemplo 1. Sumar las fracciones 2,14 y üTf51P
Escribamos la fracción 2,14 en la forma 2,140 y realice

mos la adición de números culeros 2140 y 151:

2140 I- 151 -  2291;

separando a la derecha del número entero2201 el misino núme
ro do signos que fue separado en las fracciones 2,140 y 0,151 
(precisamente tres signos), de resultas obtendremos la frac
ción 2,291, la cual es la suma de las fracciones dadas.

La multiplicación de las fracciones decimales finitas 
se efectúa de la manera siguiente; sin fijar la atención en
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Jíis comas, las fracciones finitas so multiplican como los 
números enteros; on el producto obtenido separan a partir 
de la derecha un número de signos igual a la sumó dei núme
ro de signos después do la coma paró todos ; los factores.

Ejemplo 2. Hallar el producto de ios fracciones decima
les finitas 2,1 y 0,27.

Multiplicando los números enteros 21 y 27 (se puede des
preciar el cero en eljiúmero 0,27), obtendremos el número 567. 
Separando do la derecha tres signos, obtendremos que el 
producto de Las dos fracciones dadas es igual a 0,567.

La división de una fracción decimal finita entre un nú
mero entero se efectúa de la manera siguiente:

1) Si el dividendo es menor que el divisor, escribimos 
en la parle entera del cociente un cero y después la coma. 
A continuación, sin fijar la atención en ia coma del dividendo 
añadirnos a la parle entera del dividendo la primera cifra de 
su parte fraccionaria; si después de tal adición se obtiene un 
número que es menor que ol divisor, esribimos en el cociente 
después de la coma un cero y añadimos al nú inoro anterior 
obtenido la cifra siguiente del dividendo; si después de esta 
acción obtenemos un número menor que el divisor, coloca
mos otro cero más, etc., hasta obtener un número mayor que 
el divisor. En adelanto la división se efectúa de la misma 
manera que con los números enteros, al mismo tiempo, el 
dividendo se puede «extender» infinitamente hacia la derecha 
del punto, escribiendo ceros al final.

Ejemplo 3. Dividir la fracción decimal 0,525 entre 2.
Según )a regla citada el cálculo del cociente va a tener 

el siguente aspecto:
0,5251 2

5 [0,2025

12
12

0
Puede suceder que el proceso de división no termine nunca. 
Un tal caso el cociente no se puede expresar mediante una 
fracción decimal finita.
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2) Si el dividendo es mayor que el divisor, dividimos 
primeramente la parte entera, escribimos en el cociente el 
resultado de la división y ponemos el punto. Después conti
nuamos la división como en el caso anterior*

La división de una fracción decimal finita entre una 
fracción decimal finita se efectúa según la regla siguiente: 

Para dividir una fracción decimal (o un número entero) 
entre una fracción decimal, omitimos Ja coma en el divisor; 
pasamos del dividendo hacia la derecha en tantos signos, 
cuantos contiene la parte fraccional del divisor (en caso de ne
cesidad añadimos al dividendo algunos ceros al final). Des
pués realizamos la división de una fracción decimal entre un 
número entero de la manera descrita anteriormente.

Así, por ejemplo, ia división de la fracción decimal 
0,525-entre la fracción 0,2 se reduce a la división do la frac
ción decimal 5r25 entre 2.

Las operaciones aritméticas con las fracciones decima
les periódicas infinitas son bastante complicadas y volumi
nosas, por eso os mucho más cómodo hacer lo siguiente: trans
formar las fracciones decimales periódicas infinitas, con las 
cuales tenemos que realizar operaciones aritméticas, en frac
ciones racionales; efectuar con éstas las operaciones necesa
rias; si es necesario, transformar en decimal la fracción ob
tenida como resultado de los cálculos.

5.4* Conversión de una fracción decimal finita en fracción 
racional. Sea N, ;/L n2 ... nk una fracción decimal finita; 
;V, la parte entera de esta fracción y n}y t),¿y . . sus
cifras significativas. Construyamos una fracción racional, 
cuyo numerador es el número . .nh *) y el denomina
do)1, ol número 1(V\ es decir, la fracción

HiU., ... rih
h\h

Añadirnos a ésta la parle entera de la fracción decimal dada. 
l)e resultas obtenemos ia fracción raciona) buscada.

Ejemplo. La fracción decimal finita 2,135 se escribe en 
forma de Ja siguiente fracción racional:

2,135 2 t 0,135 =  2 + 135
10s

3135 
i 000

*) A quí k'Jiemus una escritu ra , y  no im a m u ltip lic a c ió n .

7 —  01477
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y la fracción decimal finita 1,091, en la forirta de

1 , 0 9 1 - - 1 + 0 , 0 9 1 - +

5.5. Conversión de una fracción periódica infinita en 
fracción racional.

1) Representemos la fracción decimal periódica infinita 
0, . . . nh (nk+1. . . rtft+p) como la suma de una fracción
decimal finita y otra periódica infinita:

0, «jiij . . .  nh (n*+! . . .  ftfc+p) =
=  0, nvnz . . .  nh +  0, 0 . . .  0(n>+1. . .  nh+p).

k

2) Representemos la fracción periódica infinita 0, Ó. . .0
k

(n*+1. . .nk+p) en forma del producto:

° . 00 ■.. 0 (nfc+1 • • • »*+p) -  • 0, («¿+,n»,+2. • . n*+p)- (4)

k *
3) Escribamos la fracción periódica puraO, (nA+1n,,+J. , .

. . .nfe.fp):

0, (»k+l"k«.* • • • ’-M-Pos
nk4-lwk+» • • • nft+j)

55p f

io5? íop x  

*  [ 1 + W +  ió*p

4) Calculemos la suma de los términos de la progresión 
geométrica decreciente infinita que se encuentran entre cor
chetes. La suma es igual a

10P
íop—1

yt por consiguiente, la fracción periódica pura 0, ■
. . .w>t+p) se escribe en forma de la fracción racional siguien-
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te:

0,
imm v ■ ■ ■ nft+p
\nh+inh+2 • - ♦ rtft+p) “  iQp X

10* _  Wfe+lnfe*2 - * ‘ n k+p
X 1ÜP — i iop — i

Ahora, teniendo en cuenta la igualdad (4), es muy fácil 
escribir la fracción decimal 0, n t n . .nh («ít+1«A+2. . . 
. . .«*+,>) eri forma de fracción racional:
0, «,«3 . . .  nh (nk+lnk+2 . . .  nk+p) =

1 **«■!**+* ■ • - n h+p
“  0, n tn2 . . .  nh +  —- iqp—i —

_Bln* • • • BfcBfc+lBJUt • • • BA+P —BlBí  ‘ • • BA
1 0 k (1 0 P  — 1) *

De tal manera, la regla de conversión de una fracción 
decimal periódica mixta en una fracción racional se puede 
formular así:

Para convertir una fracción decimal periódica mixta en 
otra racional, es necesario del número formado por las cifras 
que se encuentran detrás de ia coma antes del comienzo del 
segundo período restar el número formado por las cifras que 
se encuentran detrás de la coma y delante del primer período; 
tomar la diferencia obtenida como Dominador de la fracción 
y en el denominador escribir la cifra nueve tantas veces, 
cuantas cifras haya en el período y con tantos ceros, cuantas 
cifras haya entre el punto y ol período.

Ejemplos. 1. Escribir la fracción periódica pura 2, (13) 
en forma de fracción racional.

Representemos esta fracción en la forma

2, (13) =  2 +  0, (13) =  2 + 13 13
100

13 13
10a 10*

+

10 000 
13 
10»

+  . . . =
1

10a + 10*

Entre paréntesis se encuentra la suma de los términos de una 
progresión geométrica decreciente infinita con el primer
término igual a 1 y el denominador  ̂ .

7*
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Si utilizamos la fórmula para la suma do los términos do 
la progresión geométrica decreciente infinita, obtenemos

2, (13) = : 2 f  —-  ' 10* =  2 13
10*

10*

10* 
10*—1

9  , 13 211
' 99 99 ‘

De Qsta manera, la fracción decimal periódica 2, (13) puede
211ser escrita en forma de la fracción racional— .

2. Escribir la fracción periódica mixta 2,5 (13) en forma 
de una fracción racional.

Representemos la fracción 2,5 (13) en la forma siguiente:

2,5 (13) ■= 2 +  0,5 +  0,0 (13) =  2 +  0,5 - \~ L -0, (13).

Después es necesario escribir la fracción periódica pura 
0, (13) eri forma do fracción racional análogamente a como 
se hizo en eJ ejemplo 1 y efectuar la adición.

§ 6. Fracciones continuas
El algoritmo de Euclides (véase p. 1.5) por el que se halla el 

máximo común divisor de dos números naturales conduce a un pro
cedimiento bastante interesante de representación de los números 
racionales.

Por ejemplo, la aplicación del algoritmo de Euclides a los núme
ros 840 y 611 da la siguiente serie de igualdades:

ú

840 =  1 *611 +  220, 
lili __ 2*22í) +  153, 

220 ^  1-153 -h 70,
153 2 -7 0 +  1

840
r.n - ^ - 1 4  Olí ^

1
Ü1J ’
229

22? - 7 ? -  . J L
153 * 1 153 ~  1 +  153 »

70
011
229 2 + 153

229 =  2 - |
1

229 * 
153

76 ^ 7 6 '
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Combinando 
presentación del

las últimas igualdades, llegamos
número racional 5Í2 en la forma olí

840
611 =  1- 1

2 +

2 + 76

a I a re 
siguiente:

Examinemos ahora la cadena de igualdades del algoritmo de 
Euclides para la obtención del máximo común divisor de lhs números 
naturales m y n:

m =  n»mi +  rAl 
n =  rt -m9 +  ra, 

i*i =  +  rs>

rfc-t =  rk~i*mk +  rh>
rft-i =  'V^A+i»

donde n >  rx >  rt  >  r3  >  . . . >  rk >  0 .
Reescribiraos esta cadena de igualdades en la forma

m , r,
—  —  H i t  -4-  — —  n 1 1 n

r\
Z1
r%

9

1

rh-a 
Oi-i =  nth 9

rk~i
rk -mfc+i-

Cada una de las igualdades citadas (a excepción de la última) 
describe la eliminación de una parte entera de una fracción impropia, 
es decir, representa una fracción impropia en forma de la suma de un 
número natural y de cierta fracción propia. Anotando que el miembro 
primero de cada igualdad es una magnitud inversa al segundo sumando 
del miembro segundo de la igualdad anterior, se puede escribir el
número racional —, utilizando sólo los números mlt m3i . . .
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-i mh+i-
— =  mt +  n 1 ftt g

m» ■ m4+  •

(i)

i
mk+iy

donde mft m3, m4> . , .» mA + 1  son números naturales y mlt un nú
mero natural o cero.

La expresión que tiene la forma (1) se llama fracción continua 
finita (o fracción de cadena).

Si un número racional: ™ es negativo (m <  0, n >  0), entonces n
para escribir el número -2 - en forma de fracción continua se utiliza 
el método siguiente.

Representan el número racional negativo en la forma

donde Af es un número negativo y ky un número natural. Se escribe
kla fracción racional positiva — en forma de fracción continua:

fc_
n

1

ii4
l

Ja 4
i

/»+•

4

Entonces la fracción rae i cual negativa — se escribo on forma de

m ü, . — s* Af +  n h +
J* +
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La fracción continua que se encuentra en el miembro segundo 

de la igualdad (1 ) se designa
[mL; ma, ntjT . . M (̂ )

donde el punto y coma separa la parte entera del número racional de 
su parte fracciona!.

La fracción continua
fmi; mfi, m», . . má] (s ^  k +  1 ) 

se llama fracción conveniente de i-ésimo orden para la fracción con
tinua (2 ) y se designa brevemente Qs

Una fracción continua conveniente se llama fracción par, si s 
es par, e impar, si 8 es impar.

Todas las fracciones del orden par son menores que ~  y su valorn
crece con el crecimiento del orden; todas las fracciones convenientes
del orden impar son mayores q u e~  y su valor decrece con elcreci-n
miento del orden:

Pb ^  <_£*+!
<h n <1*+1 (s es par).

El módulo de diferencia entre las fracciones convenientes — y

es igual a ---------- y por eso la diferencia entre la fracción conveniente
Ps • ?s+1

de s^esimo orden y el número ^ s e  estima por la desigualdad

J*__ p* 1 (3)

La teoría de las fracciones continuas históricamente surgió de 
la necesidad de representar aproximadamente una fracción racional, 
el numerador y el denominador de la cual son inmensamente grandes, 
mediante otra fracción racional considerablemente metiOT, así como 
de estimar el error de esta aproximación. Sean m y n irnos números 
grandes iguales, por ejemplo, a 1355 y ÍMfi. Es necesario sustituir la
fracción ~ ~ 1, de manera aproximada, por la fracción —, donde q* ÍJ4f> f//¡
debe ser menos de 1 0 0  y también estimar el error de esla aprnxima-

1355ción. Representemos la fracción en forma de una fracción con-94u
tinua y calculemos las fracciones convenientes. Al efectuar esto, 
vemos que

m 1355



104 Números reales Cap. *2.

A nuestra condición (el denominador < 1 0 0 ) satisface la frac-
■x 53 c.ón

La desigualdad (3) permite simplemente estimar el error absoluto 
entre la fracción dada y la fra ción conveniente de tercer orden:

I 1355 53
l 946 37 < 1 1

11211 <0,0001.

En la teoría de las fracciones continuas se introduce también 
el concepto de fracción continua infinita y se demuestra que cualquier 
número real puede ser escrito únicamente en forma de fracción con
tinua. Para esto los números racionales se escriben en forma de frac
ciones finitas y los números irracionales se escriben en l'orma de frac
ciones continuas infinitas.

Observemos que tanto en el caso de a racional, como también 
en el caso de a irracional, las fracciones continuas convenientes tienen 
tal propiedad que proporcionan una*mejor* aproximación de cualquier 
número real a un número racional, es decir:

Para cualquier fracción cunvenientc 2S. de fc-ésimo ordenes im
posible hallar una fracción racional con un denominador menor que 
qkt tal que ella dé una mayor aproximación del número real a que la
fracción conveniente — .'/fe

§ 7. Procedimientos de cálculos
7.1 • Valor aproximado de un número y errores. Para 

efectuar los cálculos es muy cómodo escribir los números rea
les en forma de fracciones decimales. Sin embargo, no cual
quier número racional y tanto más un número real pueden 
ser escritos en forma de fracción finita, con la cual es muy 
cómodo efectuar los cálculos necesarios. Por eso muy a menu
do nos vemos obligados a interrumpir la fracción decimal 
infinita, que representa la escritura del número real dado, en 
cierta cifra detrás de la coma y operar con la fracción decimal 
finita obtenida. El número representado por la fracción 
decimal finita que obtuvimos como resultado de la inte
rrupción de una fracción decimal infinita se llama valor 
aproximado del número dado. Por ejemplo, diversos valo
res aproximadas del número ji =  3,14159. . . son los núme
ros 3,14; 3,1415, etc.; se pueden tomar como valores apro
ximados del número e =  2,71828. . . los números 2,7; 2,71; 
2,7182, etc. Los valores aproximados de los números pueden 
aparecer no sólo de resultas de la interrupción de la escritura
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del número como fracción decimal. Para la solución de cual
quier problema práctico utilizamos los números obtenidos 
como resultado de ciertas mediciones. Sin embargo, durante 
cualesquiera mediciones surge un error debido a la imper
fección de nuestros instrumentos de medición, forma inco
rrecta geométrica del objeto que medimos, etc.

Designemos el valor aproximado del número a a través 
de a*.

El valor absoluto de la diferencia entre el número a y su 
valor aproximado a*

I « — I
se denomina error absoluto del valor aproximado a*.

El error absoluto es una de las características del valor 
aproximado de un número. Muy a menudo este error repre
senta sólo interés teórico, puesto que en la mayoría de los 
casos no conocemos el número a. En una serie de casos se 
pueden indicar los límites, dentro de los cuales varía el 
error absoluto. Estos límites suelen definirse mediante el 
procedimiento de obtención del valor aproximado del núme
ro. Por ejemplo, efectuando las mediciones de una longitud 
mediante una regla con una graduación de 1 mm, podemos 
garantizar que el error absoluto de las mediciones no va 
a superar 0,5 mm.

La posibilidad de estimar los límites de la variación del 
error absoluto de un valor aproximado de un número es la cau
sa de la introducción de una estimación más como da del va
lor aproximado de un número, del error límite absoluto.

El número A tal que
| a — a* | <  A

se llama error límite absoluto del valor aproximado de un nú
mero. Según su definición, el error absoluto puedo ser poli- 
dígito. Así, en el caso examinado más arriba, en el ejemplo 
de la medición de longitudes con una regla, podemos tomar 
el error absoluto igual a 1 mm, 1,5 mm, etc.

Observemos que ni el error absoluto ni el error límite 
absoluto caracterizan por sí mismo la precisión del resultado, 
si no está indicado el resultado mismo. Por ejemplo, sea 
el error límite absoluto del resultado de cierta medición 
igual a 10 km. Si medimos la distancia entre dos ciudades,
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tal precisión no es satisfactoria. Si medimos la distancia 
entre los polos de la Tierra, entonces la precisión indicada 
es muy buena.

Los valores llamados error relativo y error límite rela
tivo son unas características de la precisión del resultado 
de la medición, en las cuales junto con el error participa 
también el resultado de la medición.

La relación entre el error absoluto y la magnitud abso
luta del valor aproximado del número:

se llama error relativo.
La relación entre el error límite absoluto y la magnitud 

absoluta del valor aproximado del número

se llama error limite relativo del valor aproximado de un 
número.

Por ejemplo, el número 3,44 e9 un valor aproximado del 
número ji. La magnitud absoluta de este valor aproximado 
es igual a 0>00109. . el error límite absoluto podemos 
estimarlo igual a 0,0016 y el error limite relativo

2 ^  =  0,000509 . . .

podemos suponerlo igual a 0,00054.
7.2. Anotación decimal de los valores aproximados de 

un número. Cualquier número real positivo x puede ser 
escrito cu forma de fracción decimal finita o infinita:

a- n, 10' ! /i|_|-40,“I +  . . .

donde nx son las cifras del numero a (nx =  0, 1 , 2 . . .  ., 9), 
al mismo tiempo nx =̂= 0 y l es cierto número entero. Por 
ejemplo,

523,14. . . =  5-102 +  2* 10l +  3>10* +  Í-IO '1 +
+  4-10-2 +  . . .

Se puedo obtenor el valor aproximado a* del número af inte-
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rrumpiendo la anotación decimal del número a:
d*-=ni' 10' +  /i|-t * 10'”1 +  . .  - +  * 10'“ft+1.

Para escribir el número a* en el sistema posicional de- 
cimál de numeración a veces tenemos quo introducir ceros que 
sobran en el comienzo o en el final del número. Cualquier 
cifra de la anotación decimal del cero que se diferencia de 
éste y el cero si se encuentra entre las cifras significativas 
o si es un representante del orden decimal conservado, se 
llama cifra significativa del valor aproximado de un número. 
Por ejemplo, como valor aproximado del número

b =  2-10-* +  4-10-3 + ÍM 0-*  +  9«10-* +  . . . 
se puede tomar el número

b* == 0, fo¡2409 
y como valor aproximado del número

c =  M O5 +  CMO4 +  7-103 f  3-10* +  . . . 
se puede tomar

c* =  1073 Í0 0 |.
El cero que se encuentra delante de la coma en la escri

tura del número b* y los ceros que se encuentran al final del 
número c* no se consideran cifras significativas (en la es
critura de los números b* y c* los ceros indicados se encuen
tran dentro de los cuadrados).

Sea, por ejemplo, el número 0,002080 un valor aproxima
do de cierto número. Los tres primeros ceros no son cifras 
significativas, puesto que sirven sólo para indicar el orden 
decimal de otras cifras. Los otros dos coros son cifras sig
nificativas, puesto que el primero de ellos se encuentra en
tre las cifras significativas 2 y 8 y e) segundo indica que 
el valor aproximado del número fue obtenido mediante la 
interrupción de la escritura decimal del número, conservando 
el sexto orden detrás de la coma. En el caso, si en el valor 
aproximado 0,002080 la última cifra no es significativa, 
este valor debe ser escrito en forma de 0,20208. De esta ma
nera, los valores aproximados 0,00208 y 0,00208 no son 
equivalentes, puesto que el primero de ellos contieno cua
tro cifras significativas y el segundo, tros.
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Para la anotación de valores aproximados de números en
teros, los ceros al final de la escrituro decimal de un número 
pueden servir tanto para la designación de cifras significa
tivas como también para la indicación del orden de las 
otras cifras. Por eso la inscripción común de los valores 
aproximados de números enteros puede entenderse polidígi- 
tamente. Por ejemplo, sea el número 134 000 un valor 
aproximado de cierto número. A primera vista no se puede 
definir cuantas cifras significativas contiene este número 
(aunque sí se puede decir que son no menos de tres). Para 
evitar tal indeterminación, el número entero se escribe 
mediante fracciones decimales y potencias del número 10. 
Por ejemplo, si se quiere indicar que el número 134000 tiene 
tres cifras significativas, entonces se escribe en forma de 
1,34-105 (ó 13,4*104, ó 134*10*). Si se quiere indicar que el 
número 134000 tiene cinco cifras significativas, entonces 
se escribe en forma de 1,3400*10* (ó 13,400* 104, 134,00* 108 
respectivamente).

Es conocido que las primeras n cifras significativas del 
valor aproximado de un número son justas, si el error abso
luto del valor aproximado del número no supera la mitad de 
la unidad del orden de la n-ésima cifra significativa, con
tando los órdenes de izquierda a derecha.

De esta manera, si para el valor aproximado a* del 
número

a =  nr  10* +  H|_t * 101-1 +  . . .  +  ni-**! * 10r“A*1 +  . . .  

se sabe que
1 a - a *  | <  0,5* 10u *41,

entonces las primeras k cifras nf, del
valor aproximado a* son justas.

Por ejemplo, para 121,57 el número 122,00 es un valor 
aproximado con tres cifras justas, puesto que

| 121,57-122 | =  0,43 <  0,5*10°.

El resultado de las operaciones aritméticas con valores 
aproximados de números representa también un valor apro
ximado de cierto número. El error del resultado obtenido 
se estima mediante las reglas siguientes:
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1) El error límite absoluto de una suma algebraica de 
los valores aproximados de números no es mayor que la suma 
de los errores límites absolutos de los sumandos.

2) El error relativo de una suma de valores aproximados 
de números se encuentra entre el error máximo y mínimo de 
los errores relativos de los sumandos.

Conforme a las reglas formuladas, con el fin de evitar 
cálculos excesivos, antes de calcular la suma de los valores 
aproximados de números se efectúa un redondeo previo de los 
sumandos, (véase p. 7.3). Para esto el sumando que tenga el 
número mínimo de signos exactos se deja sin redondear y en 
los demás casos dejan uno o dos signos más que en el número 
no redondeado.

7.3. Redondeo de números. Para redondear un número 
hasta la cantidad n de cifras significativas se omiten todas 
las cifras que se encuentran detrás del w-ésimo orden, o, si 
esto es necesario para conservar los úrdenos, se sustituyen 
por ceros. Para esto:

1) Si a la última cifra quo conservamos le sigue la cifra 
.0, 1, 2, 3 ó 4, entonces para el redondeo so conservan todas 
las cifras, inclusive la última que conservamos. Tal redon  ̂
deo se llama redondeo por defecto.

2) Si a la última cifra que conservamos le sigue 9, 8, 7, 
6 ó 5, entonces a la última cifra que conservamos se le añade 
una unidad. Tal redondeo se llama redondeo por exceso.

Ejemplos. 1. El redondeo del número 219,364 hasta tres 
cifras significativas da el número 219,4. La última cifra 
del número redondeado se aumenta en una unidad, puesto que 
la primera cifra que omitimos es mayor que cinco.

2. El redondeo del número 6,4502 hasta dos cifras sig
nificativas da el número 6,5. La última cifra del número 
redondeado fue aumentada en una unidad, puesto que la 
primera cifra que omitimos es igual a 5.

3. El redondeo del número 1836 hasta tres cifras sig
nificativas da el número 1,84‘iO8.

Utilizando las reglas del redondeo vemos que un error 
absoluto de redondeo no supera la mitad de la unidad del or
den de la última cifra significativa que dejamos, es decir, 
todas las cifras significativas de un valor aproximado del 
número, obtenido mediante las reglas del redondeo, son 
cifras exactas.

§ 7-
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: 7.4. Método de tas tangentes (método de New ton). Ei método 
de )¿fs tangentes es uno de los métodos numéricos más efectivos para 
la resolución de la ecuación.

Supongamos se sabe que cierta función /  (x) tiene su raíz en un 
intervalo [a; b\ (la función j  (x) es diferenciable en (o; ó| y su deri
vada no se anula en [a; b\). Se puede hallar esta raíz mediante el 
siguiente procedimiento. Tomemos un punto arbitrario x t £ (a; b] 
y escribamos la ecuación de la tangente a la gráfica de la función /  (x) 
en el punto cuya asbscisa*) es xt :

y ** / te) +  1' te) (* — *i)-
Resolviendo la ecuación

/ te) +  /' te) (* -  xx) =  0,
hallemos el punto de intersección de la tangente con el eje Ox\

* = *1- /(* i)
‘ i 9 (*i> #

Designemos el punto hallado a través de
1(x i)

Escribamos la ecuación de la tangente a la gráfica de la función /  (x) 
en el punto cuya abscisa es xa:

y =  / te) +  /' (**)
y hallemos el punto de intersección de esta tangente con el eje Ox;

— Xj /te )
r  te) *

Siguiendo esto proceso, obtendremos la sucesión (xA), que se 
representa mediante la fórmula recurrente

xn+i=*n— (*)

Si la función /  (x) satisface algunas condiciones adicionales (por 
ejemplo, la segunda derivada de / (x) es positiva (o negativa) en todos 
los puntos interiores (a; b] y la raíz de la ecuación /  (x) «■ 0  está situa
da dentro de la; b))f entonces la sucesión (1 ) converge en el número 
coincidente con la raíz de la ecuación /  (x) =* 0 .

El método de las tangentes puede ser utilizado para la resolu
ción del problema de la extracción de la raíz de un número positivo

*) Es necesario que el punto x0  sea ubicado lo suficientemente 
cerca de la raíz de la ecuación /  (x) =  0 , por eso para eligir el punto x0  

& veces es necesario efectuar una investigación previa de la función
/ t e-
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arbitrario a. Vamos a buscar el valor Y  a como solución de la ecuación 
/  (*) =  x* -  a =  0 .

La fórmula recurrente (1) en el caso dado adquiere la forma

Aguí como primer término de la sucesión (xn) se puede lomar cualqu ier 
número x± € (0 ; +  <»).

Los errores absolutos ón de los valores aproximados xn del nú-

Esta estimación recurrente del error absoluto confirma la alta 
velocidad de convergencia de la sucesión de valores aproximados xn .

Por ejemplo, calculemos mediante el método de las tangentes 
Y 33^20. Por xy tomemos el número 200. Este es el valor de la raíz 
dada con exceso. El error absoluto ó2 no es mayor que 2 0 . Entonces 
según la fórmula (2 )

Aquí, para simplificar las estimaciones, / a  en la fórmula (2) está 
sustituido por un número menor: 180. De esta manera, para calcular 
el valor l/33  520 ya después del tercer paso se obtiene un valor apro
ximado de la raíz que se diferencia de su valor exacto menos que en 
0,003.

7.5 Algoritmo do la extraclóo de la raíz cuadrada de un número 
natural. Con mucha frecuencia para la resolución de las ecuaciones 
cuadradas es necesario extraer la raíz cuadrada de un número natural. 
Pongamos como ejemplo el algoritmo de la extracción de la raíz 
cuadrada para el caso, cuando el número que so encuentra bajo el 
signo de la raíz es el cuadrado de un número natural. Supongamos que 
es necesario calcular Y 33T489. El número 33 489 lo partimos en gru
pos de cifras (de dos en dos), de derecha a izquierda;

Buscamos el número más grande, cuyo cuadrado no supere el 
número 3 que es el que se encuentra en el primer grupo de cifras. Este 
número es el número 1. Lo escribimos en la respuesta. Elevamos la 
unidad al cuadrado y lo sustraemos del número 3. A la diferencia 
obtenida le añadimos el segundo grupo de cifras. Obtenemos el nú
mero 234.

=

(2)

3 34 89.
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Doblamos el número escrito en la respuesta (en nuestro caso el
1 ) y añadimos a la derecha del número obtenido la cifra máxima cuyo 
producto de la multiplicación dol número de dos signos obtenido 
por esta cifra no supere 234. En nuestro caso esta cifra es la cifra 8 :

28-8 224 <  234.
Escribimos la cifra 8  detrás de la cifra 1 en la respuesta. Del 

número 234 sustraemos el número 224 y a la diferencia' obtenida ie 
añadimos el último grupo de cifras. Obtenemos el número 1089.

Doblamos el número escrito en la respuesta (en nuestro caso 18} 
y añadimos a la derecha del número obtenido (en nuestro caso el 
número 36) la cifra máxima cuyo producto de la multiplicación del 
número de tres cifras obtenido por la cifra añadida no supere el nú
mero 1089. En nuestro caso ésta es la cifra 3:

363-3 =  1089.
Escribimos la cifra 3 en la respuesta. El proceso de extracción 

de la raíz cuadrada está terminado:
V/ 33485 =  183.

El proceso que describimos suele escribirse en la Corma expuesta 
eu el esquema kíuniente:

l '  — 334 89*  183

28
8

224 
303 

C 3 
1089

1
234
224

1089
taso

0



CAPITULO 3

Números complejos

Históricamente la introducción de números complejos se relaciona 
con la obtención de la fórmula analítica para las raíces de la ecuación 
cúbica:

=  px +  q. (1 )
En el primer tercio del siglo XVI el matemático italiano N. Tar- 

taglia mostró que la raí? de esta ecuación se representa siempre por la 
expresión

x — ¥ nJr \  y» (2)
donde u y v son las soluciones del sisLcma de ecuaciones

n-f-paf,

— o ) ’ - »
Así, por ejemplo, si es necesario hallar la raíz do la ecuación cubica

x3 = ,9 i  +  28,
componiendo el sistema (3) para la ecuación dada y resolviéndola, 
obtenemos dos soluciones del sistema: u =  27, r =  1 y u =  1 , l> =  27.

Utilizando la relación (2), obtenemos x — 4, es decir, el nú
mero 4 es la raíz de la ecuación dada.

Sin embargo, resultó que existen ecuaciones cúbicas, para las 
cuales el sistema (3) no tiene soluciones en el conjunto de números 
reales, míen Iras que es conocido que la ecuación cúbica tiene una raíz 
real. Por ejemplo, la ecuación

x3 lux \
tiene la raíz real x 4, de lo que es muy fácil convencerse, susti
tuyendo en la ecuación dada x por el número 4. Si para la ecuación 
dada escribimos el sistema (3), entonces resulta que este sis lema no 
tiene soluciones en el conjunto de números reales.

Esto hecho incomprensible en aquellos tiempos lo explicó por 
primera vez el matemático italiano R. Bombclly en el año de 1572
8—01477
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y su explicación, en lo esencial, fue basada en la introducción del 
concepto de número complejo y de las reglas de operaciones con los 
números complejos. Pero hasta el siglo XIX, n pesar de que los nú
meros complejos permitieron obtener muchos hechos importantes que 
so refieren también a los números reales, la misma existencia de los 
números complejos parecía bastante dudosa para muchos matemáticos, 
hólo en el siglo XIX después de la aparición de las obras de K. Gauss, 
en las cuales se daba una representación geométrica muy clara de los 
números complejos (como puntos y vectores en el piano), la existencia 
de Los números complejos llegó a ser un hecho universalmente reco
nocido.

Vamos a mencionar aquí un hecho más, el cual también provoca 
1 1 idea sobre la necesidad de la extensión de un conjunto de números 
reales hasta un conjunto de números complejos.

Como es conocido, la potencia natural de cualquier número real 
de nuevo es un número real. Sin embargo, la operación de extracción 
de una raíz (operación inversa a la potenciación) no siempre es reali
zable on un conjunto de números reales; no existe un número real a, 
cuya potencia par sea un número negativo. Con otras palabras, en el 
conjunto de números reales no existe un número, el cual sea la raíz 
de la ecuación

x n =  ó,
donde n es un número par y 6 , un número real negativo.

Siguiendo el plan general de la extensión de dominios numéricos, 
como ya se ha hecho muchas veces (por ejemplo, para la introducción 
de números negativos y números racionales), el conjunto de números 
reales se puede extender hasta un conjunto de números, el cual está 
cerrado respecto a la operación de extracción de la raíz. De ante
mano podemos decir que al mismo tiempo obtendremos un resultado 
esencialmente nuevo y para aquellos casos, cuando la operación de 
extracción de la raíz es realizable en el conjunto de números reales.

Uno de los procedimientos de construcción de un conjunto de 
números complejos consisto en aue un conjunto de números reales se 
extiende mediante la adición al conjunto de números reales de un 
objeto numérico nuevo, lu raíz de la ecuación

+  1 =  0,
El conjunto «extendido» obtenido se llama c o n ju n to  de n ú m ero s  com 
p le jo s .

§ 1, Conjunio de números complejos
1,1. Construcción axiomática de un conjunto de números com

plejos. Los números complejos no son números en el sentido elemental 
de esta palabra, que se usan para los cálculos y mediciones, sino que 
representan objetos matemáticos, los cuales se caracterizan por las 
propiedades citadas más abajo.

El núm ero  com plejo  se designa por el símbolo a -J- b it donde 
a y b son números reales que se llaman respectivamente la parte real 
y la p a rte  im a g in a r ia  del número complejo a +  b i% y el símbolo i, 
que so define por la condición i* := —1 , se llama u n id a d  im a g in a r la .
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El número complejo a +  bi suele designarse por una letra (más 
a menudo por z),

z =  a +  bi.
Las partes real e Imaginaria del número complejo z «= a +  bi 

se designan por Ro z y Im i  respectivamente*):
a =  Re z, i  a  Im i.

Dos números complejos r, =  ax +  btl y z, «. «f b2i se con
sideran iguales (¿j =  i|) . si sus partes reales e imaginarias (a ,  =* a s ; 
6 X =  &f) son iguales. El número complejo z *= a +■ se considera 
igual a cero (z »  0 ), si sus partes real c imaginaria son iguales a cero 
(a =s 6  =  0). El número complejo z « a  +  6 ¿ para 6  ^  0  se considera 
coincidente con el número real a (a +  0 ¿ =  a).

El número complejo z =* a +  bi para o s O s e  llama puro ima• 
gi^ario y se designa 6 i ( 0  ■+- di =  bi).

El número complejo z, cuya parte real es igual a la suma de las 
partes reales de los números z j z ^ y  la parte imaginaria es igual a la 
suma de las parles imaginarias de los números z¿ y z%% es decir,

* =  («i +  *i) +  (&i +  b2) i,
se llama suma de los números complejos zt — al +  t^i y  z2 =  a2  • |- 
+

Sobre el número z se dice que está obtenido como resultado de la 
adición de los números complejos Zj y z% y se escribe

* =  *i +  ia.
Los números zx y z2 se llaman sumandos.
Las propiedades de adietó/» de los números complejos son:
1 ) la asociatividad: (z* +  Zf) +  — 2t +  I' 2 s)í
2 ) la conmutatividad: xj +  z, zt +  zt.
El número complejo —a — ¿ 1  se llama opuesto al número com

plejo a +  bl.
El número complejo que es opuesto al número complejo z se 

designa —z.
La suma de los números complejos z y — z es igual a cero (z +  

+  (—z) =» 0 ).
El número complejo zt el cual es la sumo del número z y el nú 

mero que es opuesto a za:
z -.= Zj -I» (— z2) =  (a4 — a2) +  (ój — i,

es decir, el númoro complejo, las parles real c imaginaria del cual 
son iguales respectivamente a la diferencia de las partes real e ima
ginaria del minuendo y sustraendo, es la diferencia  de ios números 
complejos zx =  ax +  M  y zt =  a2 +  b2i.

+) Re viene de la palabra réel (francés), real, Im, de la palabra 
imaginaire (francés), imaginario.
8
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l)ol número z so dice que está obtenido como resultado de la sus
tracción del número complejo z4  del número complejo zt y se escribe

z =  H — «a* .

1$1 numero complejo z2 se llama minue/zdo y el número za 8 0  llama 
suslraendo.

El número complejo

Z — — V*>a) +  (*!•&* +  ¿
se llama producto de los números complejos zx ag +  bxi y z2  — 
_ h /;2 i.

Sobre el número z se dice que está obtenido como resultado de la 
multiplicación del número complejo z, por el número complejo z2 
y se escribe

* =

Los números Zj y z% se llaman factores.
¿o* pro/?¿orftídrí de multiplicación de los números complejos son:
1 ) la asociatividad: fo-Zj) =  2 1 *(za*xa)í
2 ) la comniilativrdad: — z2 *Z|.
Tal número complejo z que

zl =  z-z2

se llama cociente de los números complejos zx y zt (z* ^  0 ).
El cociente de los números complejos zt =  at +  6 ¿̂ y z2 =  « 2  +  

-1- se calcula según la fórmula ^

_aI ,g2~l~fr 1'6? i 4
s “  a l+ b i T  a l+ b \ '•

Sobre el número z se dice que está obtenido como resultado de lu 
división del número complejo zt entre el número complejo z2 y se 
oso r i be

Z^~-~ Ó 2 — Zj/Z2.
Z2

a d ic ió n  y m u lt ip l ic a c ió n  d e  lr>s n ú m e r o s  c o m p le jo s  s e  r e la 
c io n a  por la  reg la  q u e  so  l la m a  ley de distribuí iviánd d e  la  m u l t i p l i 
c a c ió n  r e s p e c to  a Ja a d ic ió n :

(Z j -J -  Z2 )  Za  =  Z j - Z j  1“  Z £ ' ¿ 3 .

El número Y a 2 O'2 se llama módulo del número complejo 
z =  a +  bi. El módulo del número complejo se designa | z |.
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Los módulos de dos números complejos cualesquiera s, y z* (en 
el coso del cociente se supone que z3  0 ) salisfucen a las relaciones

l-|-1 *2 1 >
I Z 1 Z2 I 11*1 I I *2 I 11 

I Z f H  I I *1 M ** I,
| 1 gl I

*2 l *2 ! *
| z " |  =  i z | " = | z | *

El número complejo a — M se llama conjugado complejamente 
con el número a +  bi y se designo z.

Las propiedades de los números conjugados complejamente son:
1 ) El producto del número complejo z - . a bi y el número con

jugado complejamente con el z s  a — bi es un número real:

z>z s  a2 -|- ba.
2) Si z es un número conjugado complejamente con el número z, 

entonces el número conjugado complejamente con el número z es el 
número z:

(z) =. z.
3 ) Si ¿i, ij y z4, za son dos pares de números conjugados cnmple- 

jámente, entonces la suma, ol producto, la diferencia y el cociente do 
los números7, y zl son números conjugados complejamente a la suma, al 
producto, a la diferencia y al cociente de los números zt y z% respecti
vamente:

*1*22 -  («i-**),
*i — = (*i — *2)1

4) Si z =  a +  bi y z =* a — 6  i son un par de números conjugados 
complejamente, entonces

_  * +  z . ,  z — za =  R e z = ~ — , 6 ^ I m z = — .

1.2. Conjunto de pares ordenados de los números reales y conjunto 
de números complejos. Para el procedí miento axiomático de intro
ducción de números complejos como objetos matemáticos abstractos 
que satisfacen las propiedades enumeradas mas arriba es necesario 
aclarar el sentido de los signos +■ y — en la expresión a -}- óí, loa
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cuajes antes se utilizaban para designar la suma y el producto de los 
números reales. Para aclarar esta cuestión realicemos otTa construcción 
de un conjunto de números complejos, distinta de la construcción 
citada anteriormente.

Examinemos un conjunto de pares (a; b), donde a, b son números 
reales. Dos pares (a,; bj) =  {aa; bt) los consideraremos iguales, si 
Gj 5= y &! =  fc2, y escribiremos (a¿; 6 j) =  (a#; 6 a).

Al par (a c; b +  d) lo vamos a llamar suma de los parea (a; 5) 
y {c; d). Diremos que el par está obtenido como resultado de la adi
ción de los pares (a; b) y  (c; d) y escribiremos

(a -| r; b +  d) =  (a; b) +  (c; d).
Al par (ac — bd; ad +  óc) lo llamaremos producto de los pares 

(a; fc) y (<-; d). Diremos que este par está obtenido como resultado de 
la multiplicación del par (a; b) por el par (c; d) y escribiremos

(üc — bd\ ad +  &c) as (a; &)•(<?; d).
Las propiedades de la adición y multiplicación de pares son:
1 ) la asociatívidad de adición:

[(a; b) +  (c; d)| +  (/>; q) — (a; b) +  [(c; d) +  (p\ q)]\
2 ) la conmutatividad de adición:

(a; &):+ (c; d) »  {c; d) +  (a; 6 );
3 ) la asociatívidad de multiplicación:

I<«; b)-(c-t d)]*(p\ q) =  (a; 6 )-[(c; d)*(/>; q) 1 ;
4 ) la conmutatividad de multiplicación:

(a; *)-<*; d) =  (c; d)-(a; b);
5 ) la dístríbutividad de multiplicación respecto a la adición 

!(«; b) +  (c; d)]'(/i; q) =  («; &)•(/>; g) +  (c; d)*(/>; 9 ).
Al par nulo lo llamaremos el par (0; 0) que satisface la con

dición
(a; b) +  (0 ; 0 ) «  (a; *>.

Al par de unidad lo llamaremos el par (t; 0) que satisface la con
dición

(a; *).<!; 0 ) =  {a; b).
La diferencia de los pares (a; b) y (c; d) llamaremos al par 

(a — c; b — d) =  (a; b) — (c; d).
El cociente de pares (a; b) y (c; d) llamaremos al par 

/ a-c +  ̂ ’d b*c — O'd \ (a; b)
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El cociente de dos pare9  está determinado para cualesquiera pares 
(a; 6 ) y (c; d) menos el caso, cuando el par {c; d) es nulo (es decir, 
el par (0 ; 0 )).

Entre el conjunto de todos los pares que tienen la forma de (a; 0) 
y el conjunto^ de todos los números reales existe una correspondencia 
¿¡unívoca, si consideramos oue al par (a; 0 ) le corresponde el número 
real a y, a la inversa, a cualquier número real b le corresponde el par 
(6 ; 0). Es muy fácil convencerse que para tal correspondencia a la suma 
de los pares (a; 0 ) y (b; 0 ) le corresponde la suma de los números reales 
a y b, y al producto de paros, el producto de los números reales a y  b. 
Debido a tal correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos los 
pares (a; 0 ) y el conjunto de todos los números reales se puede no dis
tinguir estos dos conjuntos y designar al par (a; 0) por una sola letrA a.

Tomemos ahora el par (0 ; i) y según la regla de multiplicación 
de pares lo multiplicamos por sí mismo:

(0 ; 1 ).(0 ; i) =  ( - 1 ; 0 ).
Designemos al par (0; 1) por el símbolo £. Tuesto que no distinguimos 
el par (—t; 0 ) y el número —1 , podemos escribir

i-i = — 1  6  i =  . . . 1 .
La simple verificación muestra que cualquier por (a; b) de núme

ros reales puede ser representado en la forma
(a; b) _  (a\ 0 ) +  (*; 0 1 .(0 ; 1 ) 

o, en otras designaciones, en la forma
a -J- b-i o a +  bi.

De tal manera, la inscripción a - r  bi, la cual antes (véase p. 4.1) 
se consideraba como un símbolo, ahora adquiere un concreto sentido 
aritmético.

§ 2. Representación geométrica y forma trigonométrica 
de expresión de ios números complejos

2.1, Representación geométrica del numero complejo. Lo mismo 
que los números reales se pueden representar por puntos en la recta 
numérica, el número complejo puede representarse por puntos en el 
plano. La posibilidad de tal representación se basa en la identifica
ción del conjunto de los números complejos a +  bi y el conjunto de 
pares de los números reales (a; b), los cuales en el sistema rectangular 
de coordenadas Oxy pueden ser interpretados como coordenadas de los 
puntos del plano.

Con cada punto A del plano de coordenadas Oxy se puede rela
cionar el vector OA que sale del origen de coordenadas y termina en 
el punto A . Por eso los números complejos admiten también otra 
interpretación geométrica más: cada número complejo a +  bi so x>uede
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interpretar geométricamente como el vector O A con las coordenadas
(a; b) (fig. 3.1). AI mismo tiempo las coordenadas del vector O A son loss 
mismos que las coordenadas del punto A t es decir, (a; 6 ).

2.2. Representación geométrica de la suma y de la diferencia 
de los números complejos. La interpretación geométrica de los núme
ros complejos permite interpretar más claro la suma y la diferencia 
de dos números complejos.

Sean dados dos números complejos z¿ ^  a2 b2f. y 2 * =  a2 -j- bat% 
El número complejo z2 +  i2 =  (a2 +  a2) +  (bl +  b2) i es su sumat

Por otra parte es sabido que para la adición de vectores sus respectivas 
coordenadas se suman. Por eso, si el vector OA1 tiene las coordenadas 
(a2\ 6 j) (flg. 3 .2 ), y el vector OAt tiene las coordenadas («2; b2), 
entonces su suma {el vector OB) tiene las coordenadas 0^ |- a2\ bx -j- 
+  *.)-

El vector OB es Ja representación geométrica de lo suma de los 
números complejos z2 y z2.

Puesto que la diferencia de dos números complejos z, t= o, +  ó|i 
y 2 ,  =  Oj +  bt i es la suma del número complejo zt y el número opuesto 
al número complejo z3f entonces, geométricamente, puede ser repre
sentada como la suma del vector OA1 con las coordenadas (ax\ bj) 
y el vector OA2 con las coordenadas (— a2; — b4) (fig. 3.3), es decir,
como el vector OB con las coordenadas (a* — a2; bt — b2).

2,3. Forma trigonométrica de expresión del numero complejo.
Sea que el número complejo z =  a 4- bi se representa por el vector O A 
con las coordenadas (a; b) (fig. 3.4). Designemos La longitud del vec
tor OA por la letrn r:

r =  | üX |,
y el ángulo, que el vector forma con la dirección positiva del eje Oxy 
por q> (el ángulo <p se considera medido en radianes).



Representación geométrica de números complejos 121 

Utilizando las definiciones de las funciones sen 9  y eos 9:

sen 9  = — , r
aeos q> — y .

se puede escribir el número complejo z =  a +  ¿i en la forma 
z = r> (eos 9  +  i sen q>)t 

donde r =  \ a 2 +  b2 y el ángulo 9  se define de las condiciones
b asen 9  =

Y  a* +  6* 1
eos 9  =  ■

/«*  +  *»

( 1)

(2)

La expresión del número complejo en la forma (1) se llam a forma 
trigonométrica de expresión del número complejo.

Jfl ,

h " V / 2

b,
0

\ ; * t  at x
■ > B (a r a2 -, b , - b ¿

¿ 2  £  '— -b2

Kig. 3.3.

E l número real r se llam a módulo del número com plejo y so de
signa | z I? y  el ángulo 9 , m edido en radianes, argumento del número 
com plejo z. E l argumento 9  del número complejo z se designa Arg z.

Si el número complejo no es igual a cero, entonces su módulo es 
positivo; si z =  0 t es decir, a =  ó =  0 , entonces tam bién su módulo 
es igual a cero. El módulo de cualquier número complejo está definido 
unívocam ente.

S i el número complejo z =  a +  bi no es igual a cero, entonces 
su argumento se define por las fórmulas (2) con una precisión de hasta 
el ángulo m últip le a 2j t . Si 2 =  0, entonces r == 0 y de la  fórmula (1) 
se ve que como argumento 9  se puede eligir cualquier ángulo. Por eso 
el argumento del número complejo igual a cero no está definido.

Por lo  general para elim inar la multiformidad que surge para 
calcular el argumento del número complejo suelen utilizar el concepto 
de valor principal del argumento dei número complejo (la designación 
arg z), suponiendo que arg 2 £ (— n; n).

E l argumento del número complejo z se relaciona con e l valor 
principal del argumento por la correlación

Arg z =  arg z -J- 2nky k £ Z.
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Sea que zx y  z2 son dos números complejos distintos de cero y escri
tos en la forma trigonométrica:

zt =  rx - (eos (pi +  * (px)*
z% rfl-(cos q>2  +  i sen (p3).

El producto  de dos números complejos z t y z% es un número com
plejo, cuyo módulo es igual al producto de los módulos de los factores 
y el argumento, a la suma de los argumentos de los factores:

H 'z* =  [eos +  q>*) +  i  sen (ifc +  q>,)l.
En la interpretación geométrica el vector que representa el pro

ducto de los números complejos zx y z t  se obtiene mediante el giro del

vector en sentido antihorario en un ángulo igual a f ty y mediante 
su estiramiento en | zt  \ veces (para el caso [ z2 | >  1 vease la fig. 3.5).

El cociente de dos números complejos y z* representa un nú
mero complejo, cuyo módulo es igual al cociente de los módulos del 
dividendo y del divisor y el argumento del cociente de dos números 
complejos no iguales a cero es igual a la diferencia de los argumentos 
del dividendo y del divisor:

-íl-= -I l.[co s(< p 1—9 2) +  i sen(<Pi—<p*)l- *2 *2
Geométricamente el vector que representa el cociente de dos nú

meros complejos z1 y zlt se obtiene girando el vector que representa 
el número complejo z1 en sentido horario en un ángulo igual a q>a y me
diante su contracción en | z2 | veces (para el caso | z2 | >  1  véase la 
fig. 3.6).

§ 3. Potencia del número complejo
3,1. Potencia natural del número complejo. La ley de asociatividad 

de la multiplicación de los números complejos permite introducir el con
cepto de potencia natural del número complejo;
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El número complejo v  que se obtiene como resultado de lo mul
tiplicación del número z por sí mismo n voces;

m; s= z-z, . . .  -z (1)

n factores
se llama w-ésima potencia del número complejo z.

Se suele utilizar la expresión más corla siguiente;
i/> =  fn. (2 )

En la igualdad (2) el número z se llama base de una potencia, 
y el número natural r , exponente de una potencia.

La n-ésima potencia del número complejo z dado en la forma tri
gonométrica

z £= r (eos q> +  i sen <p) 
se calcula mediante la lórmula de Moivre

zn =  rn (eos nq> +  i sen r<j>).
3.2. Raíz de la n-ésima potencia de un numero complejo. Tal

número complejo w, cuya n-éstma potencia es igual a z, se llama raíz 
de la R-ésima potencia del número complejo z:

wn =  z.
La raiz de la n-csima potencio del número complejo z se designa 

por el símbolo A diferencia de la raÍ2  del número real, la raíz de 
la R-ésima potencia del número complejo se define multiformemente. 
Precisamente, en el conjunto de números complejos existen exacta
mente n raíces de la n-ésima potencia del número complejo dado (véase 
el teorema principal del álgebra).

Todas las raíces de la n-ésima potencia del número complejo z, 
dado en la forma trigonométrica

z — r (eos <p +  i sen <p),
se calculan mediante la fórmula

nr~ / <p+2 nJr <p+2 n* \y  z =  y  r I coa ------ h i sen JL——  ) i

donde k =s 0 , i ,  2 , . . ., n — i.
Geométricamente todas las raíces de la n-ésima potencia del 

número complejo z r (eos q> +  l sen q>) se representan por los pun
tos que están situados en la circunferencia con el centro en el origen 
de coordenadas, cuyo radio es igual a yT , y los ángulos centrales, 
formados por radíos trozados en los puntos cercanos, son iguales a <p/n.

Ejemplo. Calcular las raíces de la cuarta potencio del número — 1. 
El número — 1 en la forma trigonométrica puede ser escrito como sigue:

—i ~  1 • (eos n -|- i sen n),
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Las raíces de lu cuarta potencia del número — 1 son los 
complejos

Y  — \ í  |  eos i sen n-\-2nk
4 '   4

donde 1; ; 0, 1, 2, es decir, son los números complejos
n . . « Y2  , / 2

3ji . .cus +  i sen

5* , . eos —j— [- í sen

7 n 
4

" 4 “ 2 1 2 *'
3 n _ V 2 1 V l t4 2 1 2 *’

5n Y l / 2
4 2 2 *•

7* m —— -_ v i - Y }  i

(véase la fig. 3.7).

Cap. 3.

números

Análogamente en el conjunto de números complejos se puedo 
calcular la raíz do ia /t-ésiina potencia de cualquier número real. En 
osle caso por lo menos una raíz del número real positivo será real.



CAPITULO 4

Álgebra

El término «álgebra» viene del título de la obra de Mu- 
hammad al-Jwarismi «Al-yabr wa-l-muqabala» (siglo IX) 
quo contiene los métodos generales de solución de proble
mas, los cuales se reducen a las ecuaciones de primero y segun
do grado. A mediados del siglo XVII íue establecido, en lo 
principal, el simbolismo algebraico contemporáneo. Hasta 
el siglo XVII1 bajo el término de álgebra se entendía la 

' ciencia sobre los cálculos con letras, idénticas a las trans
formaciones de las fórmulas con letras *), la solución de las 
écuacionos de primoro-cuarlo grado, los logaritmos las 
progresiones, el análisis combinatorio, os docir, las mismas 
partes de las matemáticas, las cuales en el presente son la 
asignatura que se estudia en la escuela de enseñanza media. 
Actualmente a todas estas partes del álgebra se las llama 
álgebra elemental.

En los siglos XVIII—XIX el álgebra tenía por objeto, 
ante todo, el estudio de los polinomios, la teoría de las 
ecuaciones algebraicas con una incógnita, la teoría de los 
sistemas de ecuaciones lineales con varias incógnitas, as! 
como la teoría de las matrices y determinantes.

La tercera etapa (moderna) del desarrollo de) álgebra co
mo ciencia de las operaciones algebraicas comenzó a mediados 
del siglo XIX y está relacionada con (a aparición do los dis
tintos ejemplos de operaciones algebraicas con objetos de 
naturaleza inny distinta a los números reales. Las multi
plicaciones de sustituciones y las operaciones con ios nú
meros complejos son los primeros de tales ejemplos.

*) En el álgebra, a diferencia de la aritmética, se examinan no 
los números, sino las expresiones con letras, denominándolas como 
expresiones algebraicas.
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§ 1. Polinomios de una variable
1.1. Concepto de polinomio. Operaciones aritméticas 

con polinomios. La expresión de la forma

P  (je) =  a¿cn +  aix"-1 +  a*xn-a - f  . . . +  <*n-ix +  «n. (!)
dondo n es un número entero no negativo: a0} au a2> • - an 
son los coeficientes del polinomio, además a0y llamado coe
ficiente mayor, se considera no- igual a cero, se denomina 
polinomio de w-ésimo grado respecto al valor variable x .

El polinomio de primer grado también se denomina poli
nomio lineal, el polinomio de segundo grado, polinomio 
cuadrado y el polinomio de tercer grado, polinomio cúbico„

La expresión del polinomio en la forma (1) se llama ex
presión de grados decrecientes x\ precisamente esta expresión 
es la que so utilizará posteriormente, si no se advierto lo con
trario.

Cada uno de Jos sumandos en la expresión (1) se llama 
término de un polinomio.

De la definición del polinomio de n-ésimo grado se dedu
ce que existen polinomios de rt-ésimo grado para cualquier n 
no negativo. En particular, cualquier número real distinto 
de cero es un polinomio de grado nulo. El número cero tam
bién se considera un polinomio; es el único polinomio, cuyo 
grado no está definido.

Dos polinomios P  (x) y Q (z) se consideran iguales 
(o idénticamente iguales), si sus coeficientes son iguales para 
los mismos grados de la variable x . La igualdad de polino
mios se escribe mediante el signo de igualdad:

P <*) =  Q <*>.
El polinomio S (x), cuyos coeficientes para coda grado x 

son iguales a la suma de los coeficientes para este grado x 
de los polinomios P (x) y Q (x) se llama suma de los polino
mios

P  {x) — a^x* |- «,*” '* I a**"-* +  . . I- -|- a„,
Q (x) =  büxm +  +  M n'2 -i- • - • +  bm-ix +  bm.

Sobre el polinomio S (x) se dice que está obtenido como 
resultado de la adición de los polinomios P (x) y Q (x) y se
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escribe
S (x ) =  P  (x) +  Q (x).

Ejemplo 1. El polinomio

S (x) =  x* +  x3 — x -f  5
es la suma de los polinomios P (x) =  x4 — xs |- 3 y Q (x) =  
=  2x* — x +  2.

El polinomio M  (x) de grado n -|- m, cuyos coeficientes 
e0, Cu c2* • • •• cn+m-ii cn+m se calculan por las fórmulas

Cq — Qoboi
=  fli&o +  a0bu

ch — <*k&0 +  +  . . • +
+  a i b h ~ i  +  <*o b k i

n̂ + m — anbm 
se llama producto de los polinomios

P (x) =  Ooxn +  atx” -|- a4x" -* -1 . . .  +  a„_,x -\- an,
D (x) =  boXm +  -f ó4xm-2-f . . . -I- b m.

Sobre el polinomio M  (x) se dice que está obtenido como 
resultado de la multiplicación del polinomio P (x) por el 
polinomio Q (x) y se escribe

M  (x) =  P  (x)~Q (x).
Ejemplo 2. El polinomio de sexto grado 

M  (x) =  P (x)-Q (x) =  2x° +  2x4 — x3 -f 3x2 — x -|- 3
es el producto del polinomio de segundo grado P  (x) -- xl +  
-j- 1 por el polinomio de cuarto grado Q (x) — 2x4 — x -|- 3.

Las operaciones de adición y multiplicación de polino
mios son asociativas, conmutativas, y so conocían entro sí 
por la ley de distributividad.

El polinomio —a0xn — 0|Xn-1 — aíxn-- — . . .  —a„_|X—
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so llama opuesto para el polinomio
P (x) =  a¿tn +  a ^ * -1 +  a2xn-2 -|- . , an^ x  +  an.
El polinomio que es opuesto al polinomio P  (x) se designa 
con P  (x), La suma del polinomio P  (x) y el polinomio opues
to, P  (x), es igual a cero:

P <*) +  ( - P  (x)) =  0.
El polinomio L (x) que es lá suma del polinomio P (x) y el 

polinomio que es opuesto al polinomio Q (x):
L <*) =  ¿» (x) +  (-<? (*))

se llama diferencia de polinomios P (x) y Q (x). Sobre el 
polinomio L (x) se dice que está obtenido como resultado de la 
sustracción del polinomio Q (x) dei polinomio P (x) y se 
escribe

L (x) -  P (x) -  Q (x).
La suma, el producto y la diferencia de dos polinomios 

o u a les q u i o ra son también po 1 i no m í os.
1.2, Divisores del polinomio. Si para los polinomios dados V (x) 

y Q (x) so halla un polinomio G (x) tal que
P  (x) a  Q (x) G (x),

entonces se dice que el polinomio P  (x) se divide (o se divide exacta
mente) entre el polinomio Q (x); al mismo tiempo, el polinomio Q  (x) 
se llama d iv iso r  entero  (o simplemente divisor) del polinomio P  (x), 
y el polinomio €  (x), cociente de los polinomios P  (x) y Q (x). Si el 
polinomio Q (x) es el divisor del polinomio P  (x), entonces también 
el cociente G (x) es el divisor del polinomio P  (x).

P r in c ip a le s  prop iedades de  los d iv isores d e l p o lin o m io :
1) Si el polinomio P  (x) se divide entre el polinomio K  (x), 

y A' (.r) so divido entre el polinomio Q  (x), entonces también P  (x) 
se divide entre (J <c).

2 ) Si los polinomios P  (.r) y A' (x) se dividen entro el polinomio 
Q (x), entonces su suma y diferencia también se dividen entre Q (x).

2) Sí el polinomio P  (x) se divido entre el polinomio Q (x), enton
ces el producto P (x) por cualquier polinomio K (x) también se divide 
entre Q (x).

4 ) C u a lq u ie r  p o l in o m io  P (x) se  d iv id e  e n tr e  c u a lq u ie r  p o l in o m io  
d e  g r a d o  n u lo  {es d e c ir , e n tr e  u n  n ú m e r o , d i s t in t o  d e  c e r o ) .

5) Sólo ios polinomios cP  (x) son divisores del polinomio P  (x), 
los cuales tienen el misino grado que P  (x).

6 ) Los polinomios P  (x) y Q  (x) se dividen al mismo tiempo uno 
entre otro cuamio y sólo P  (x) a  cQ (x) (c yt* 0).
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Máximo común divisor de dos polinomios. E l p o lin o m io  fl (x) se  
lla m a  máximo común divisor para e l  n o lin o m io  P (jt) y  (x ) ,  si sirve? 
de d iv iso r  para  ca d a  u n »  de e s ta s  p o lin o m io s . La p rop ied ad  ó )  (véase  
m as arrib a) m u estra  q u e  lo d o s  lo s  p o lin o m io s  de grado  cero (es d ec ir ,  
lo d o s  lo s  »núm eros r ea le s , a e x c e p c ió n  d e l n ú m ero  cero) p erten ecen  ni 
n ú m ero  de d iv iso r e s  c o m u n es d e  lo s  p o lin o m io s  a r b itra r io s  P (x) 
y  (J (x ). Si d o s p o lin o m io s  n o  t ie n e n  o tr o s  d iv is ó le s  co m u n e s , en to n c e s  
e s to s  p o lin o m io s  so  lla m a n  reciprocamente simples.

S e  lla m a  m á x i m o  común divisor de lo s  p o lin o m io s  P (x) y  Q (x )  
ta l p o lin o m io  D (;r), e l  cu a l e s  e l d iv iso r  co m ú n  de é sto s  y  a l m ism o  

" tiem p o  se  d iv id e  en tre  c u a lq u ie r  d iv is o r  com ú n  d e  d ic h o s  p o lin o m io s .
A n o te m o s  q u e  s i  ¡) (x ) e s  e l m á x im o  d iv iso r  co m ú n  d e  lo s  p o li-  

n o m ío s  P (x) y  (J (x ), e n to n c e s  e l  m á x im o  co m ú n  d iv iso r  de e s to s  p o l i 
n o m io s  e s  ta m b ié n  e l  p o lin o m io  cD (x ) f d on de c e s  un n ú m ero  a r b i
tra r io , d ife r e n te  de cero . E n o tr a s  p a la b ra s , h a sta  a h ora  e l  m á x im o  
com ú n  d iv iso r  d e  d o s p o lin o m io s  e stá  d e term in a d o  só lo  con  una p re 
c is ió n  h a sta  e l  fa c to r  d e  Ja p o te n c ia  cero . Para lo g ra r  la  u n ifo rm id a d  
co m p le ta  en la  d e f in ic ió n  d e l m á x im o  com ú n  d iv iso r  de d o s p o lin o 
m ios, s e  a p ro v ech a  la c o n d ic ió n  s ig u ie n te ;  de to d o s  lo s  p o lin o m io s  
cD (x) e l m á x im o  com ú n  d iv is o r  e s  a q u é l, cu y o  c o e f ic ie n te  m a y o r  es  
ig u a l a la  u n id a d .

A h ora  se  p u ed e  d e c ir  q u e  d os p o lin o m io s  so n  r ec íp ro ca m en te  
s im p le s , s i su m á x im o  com ú n  d iv iso r  e s  ig u a l a la u n id ad .

1 .3 . D iv is ió n  d e  p o l in o m io s .  E sq u em a  d e  H ornee. T eo rem a  de  
J iczu u t. Sea ‘q u e  P (x) y Q (x) 5O11 lo s p o lin o m io s  d a d o s y el g ra d o  d el 
p o lin o m io  P (x) e s  m ayor o  ig u a l a l grad o  d e l (H>l m o m io  Q ( s ) .  S i  
resu lta  q u e  e l  p o lin o m io  P (x) no se  d iv id e  e n tre  e l p o lin o m io  Q (x ) ,  
e s  d ec ir , s i no e x is te  e l p o lin o m io  G (x) ta l q u e

/' <*) =  (J (tK J (x)t
e n to n c e s  se  in tr o d u c e  la  o  pe ración  de la  división inexacta con resto.

-D iv id ir  e l p o lin o m io  P (x) en tre  e l p o lin o m io  <J (r) con  resto  
s ig n if ic a  h a lla r  d o s p o lin o m io s  G (x) y  ft (x) ta le s  que

/><*) =  (M*>C(x) f  11 (x). (2)
d o n d e  e l  g ra d o  d e l p o lin o m io  il (x) debe ser  m en os (pie el g r a d o  d el 
p o lin o m io  Q (x).

E l p o lin o m io  P (x) se  lla m a  dividendo, Q (r ) ,  divisor, G (.r), co
ciente, y  7? (x) resto. Para d iv id ir  e l p o lin o m io  P íx ) e n tre  e l p o lin o m io  
(> (* l lo s  p o lin o m io s  </ (x) y li (x) se  h a lla n  u m lo r n ie m e n le .

Para d iv id ir  m i p o lin o m io  en tre  o tr o  so su e le  a p lic a r  la regía de  
la  « d iv is ió n  m e d ía n le  un á n gu lo» . Para e<tn se ordenan lo s p o lin o m io s  
P (x) y Q (x ) segú n  Lis p o te n c ia s  d e c re c ie n te s  ,j y se h n lla  e l le í  m in o  
m a y o r  d e l c o c ie n te  G (x) p a rtien d o  d e  la  c o n d ic ió n  q u e  para la m u l
t ip l ic a c ió n  d e l m ism o  por e l té rm in o  m a y o r  d e l d iv iso r  Q (x) debe  
ob ten erse  e l té rm in o  m a y o r  d e l d iv id e n d o  P (x ). El térm in o  m ayor  
d el c o c ie n te  h a lla d o  se  m u lt ip lic a  lu eg o  por et d iv iso r  y  e l  p o lin o m io  
o b te n id o  se  su str a e  d e l d iv id e n d o . D e  r esu lta s  de la  su str a cc ió n  se  
o b tie n e  e l  p o lin o m io  Pl (x ). E l té rm in o  s ig u ie n te  d e l c o c ie n te  se d e fin e  
de la c o n d ic ió n  que e s te  té r m in o , s ie n d o  m u lt ip lic a d o  por e l térm in o

D -U U 77
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mayor del divisor Q(x)y debe <lnr el término mayor del polinomio 
Px (x), etc. Kl proceso continúa hasta que el grado do la diferencia 
nueva (es decir, el grado de cierto polinomio (x)) no sea menor 
que el grado del divisor. El polinomio Ph (x) será el resto.

Como resultado de la división del polinomio de n-ésimo grado 
P (x) entre o] polinomio de ¿-ésímo grado Q (x) (k ^  n) en el cociente 
so obtiene el polinomio de grado n — /c.

Ejemplo 3. Dividir el poiínomiq P (x) =  x4  +  x3  +  3x2  +  3x +  2 
entre el polinomio Q (x) x2  -|- i  +  1 -

El termino mayor del polinomio P (x ) es el termino x4, y el 
término mayor del polinomio Q (x) es el término xa. Dividiendo x4  

entre x 2, obtenemos x 2. El monomio x a es el término mayor del co
ciente.

Multiplicamos el monomio x 2 por el polinomio Q (x). De resultas 
de la multiplicación se obtiene el polinomio x4 +  x3  +  x*. Sustraemos 
este polinomio del polinomio P (x):

(x4 +  xa +  3xa +  3x +  2) -  (x4 + x s+x«) =  2 x2  +  3x +  2 =  Px (x).
Observando que el grado del polinomio Px (x), obtenido como 

resultado de la sustracción, no es menor que el grado del polinomio 
Q (x), continuamos el proceso de división; dividimos el término mayor 
2x2  del polinomio PL (x) entre el término mayor del polinomio Q (x ):

El polinomio de grado cero (el número 2) será el término siguiente 
del cociente.

Multiplicamos el polinomio Q (x) por el número 2. De resultas 
de la multiplicación se obtiene el polinomio 2 xa 4 - 2x 4 - 2, el cual 
sustraemos del polinomio Pt (x):

Px (x) -  (2xa +  2x +  2) =  2x» +  3x +  2 -
-  (2xa +  2x +  2) == x P2 (x).

Aquí el proceso de división se termina, puesto que el grado del poli
nomio Pt  (x) es menor que el grado del polinomio Q (x). El polinomio 
P a (x) será el resto de la división del polinomio P (x) entre el poli* 
nomio Q (x). Todo el proceso descrito de la división del polinomio 
P (x) entre el polinomio Q (x) se refleja brevemente en la expresión 
siguiente:

_ x 4 + x a+3x 2  +  3x+2 I aa+ x  +  l 
x4 -j-xa-|-x2  | x2  +  2

2 xa 4 * 3x 4 “ 2  

2sa 4~ 2* 4~ 2 
x

De esta manera el cocieutc de la división del polinomio 
P (x) ss i* +  * 3 +  3xa +  3* +  2
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entre el polinomio Q (x) =  x2 +  x +  1 es el polinomio C {x) -~ 
=  xz +  2 , y el resto es el polinomio R (.r) ^  -r, es decir, el polinomio 
P (jc) puede ser escrito en la forma

s* +  * 3 -|- 3* 2  +  Sx +  2 =  ( * 2  +  * 4- 1) ( * 2  + 2 ) + x.
Esquema de liorner. El teorema de Bezout. Para dividir el poli

nomio de grado n P (x) =  +  a ^ * - 1 {- . . . -h an~ix +  <h\ ¡>nlro
el polinomio de primer grado x — c es cómodo emplear el método 
de división abreviada (denominado esquema de tloroer). Este so 
obtiene como consecuencia de la definición de la operación de división 
de polinomios, de la cual se deduce que dividiendo el polinomio do 
n-ésimo grado entre el polinomio lineal x — c se puede obtener en d  
resto bien el polinomio de grado cero (es decir, un número diferente 
cero) o bien el cero, y el grado del cociente el igual a n — 1 .

Sea que el cociente délos polinomios 1J (x) y x — c tiene la forma
G (x) — a 0 xn " 1 -r  ajxu-* +  . . . +  ccn^ x +

y el resto R (x) es igual al número p. En virtud de la fórmula (2 ) 
tenemos
a0xn +  +  «a*"*2 an~ix -)- an —

«= (j: — c) +  «i* " - 2  +  . . . +  a n. c.r +  an^)  +  p. (3)
Suprimiendo los paréntesis y reduciendo los términos semejantes 
en el miembro segundo de la igualdad (3), do la condición de la igual
dad de polinomios obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para 
hallar'los coeficientes a 0> aíy a 2t . . ., a n_2, a rl.j, p:

a© =  a®,
ai =  ai +  coco» 
a a a% +  cax,

“  an-i +  can-a»
P — <*n +  w 7i-r 

A esta tabla se denomina esquema de liorner.
La primera ecuación del sistema da el valor a0 «  Sustituyendo 

el valor de a0 en la segunda ecuación del sistema, obtenemos ^  
=a ax +  ca0. Sustituyendo este valor de a x en la tercera ecuación del 
sistema, obtenemos el valor cu. etc. La última será la expresión para 
el resto p:

P =  a0c" - r  OjC»-1 +  a2cn~* +  . . . +  an^c  +  an.
Esta igualdad es conocida bajo el nombre de teorema de Bezout: 

Dividiendo el polinomio aoxn -r axxn~l + an
entre x — c se obtiene un resto que es igual al valor de este polinomio 
para x =  c.

M . Algoritmo de Euclides para hallar el máximo común divisor 
de dos polinomios. Sea que P (x) y Q (x) son dos polinomios arbitrarios,
9*
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y el grado del polinomio P (x) es más o igual al grado del polinomio 
Q (x). Dividirnos el polinomio P (x) entré el polinomio Q (x), es decir, 
hallamos el cociente G (x) y el resto R  (x) de la división de estos poli
nomios. Luego dividimos Q (x) entre R  (x) y obtenemos el resto R l (x); 
dividimos R  (x) entre R x (x) y obtenemos el resto R 2 (x); dividimos 
Rx (x) entre R 2 (x), etc. Puesto que los grados del resto todo el tiempo 
decrecen» en esta cadena de divisiones sucesivas tenernos que llegar 
dentro de un número finito de pasos, hasta el momento, cuando la 
división se efectúa exactamente. £1 resto Rn (x), entre el cual se 
divide exactamente el resto antecedente ftn-x (x) será el máximo 
común divisor de polinomios P (x) y Q (x). Es necesario advertir que 
este máximo común divisor, en general, no tendrá un coeficiente mayor 
que sea igual a la unidad.

£ 1  máximo común divisor de dos polinomios con un coeficiente 
mayor igual a la unidad se obtiene, si dividimos lodos los coeficientes 
del divisor común obtenido por el coeficiente para el término mayor. 
Para mayor claridad escribiremos el algoritmo de Euclides en la forma 
de una cadena de igualdades:

P (x) =  Q (x)-G (x) +  R  (x),
Q (x) =  R (x) Gt (x) +  R x (x),
R (,r) -  R x (z)*G2 (x) +  I i2 (x),
/*i M -■= (*)^a W +  *3 W

^ n n^(x )-G n ( x ) + /? n (x),
"n -. (x) =  Rn (x) . < ? n + 1  (x).

Anotemos otra vez que el máximo común divisor del polinomio P (x) 
y Q (x) es el polinomio Rn (x) dividido por el coeficiente mayor. El 
algoritmo de Euclides para hallar el máximo común divisor de dos 
polinomios es completamente análogo al algoritmo de Euclides para 
hallar el máximo común divisor de dos números naturales.

Ejemplo. Hallar el máximo común divisoT de los polinomios
P (x) =* x6  — x* — 2x3 +  2x¿ -j- x — 1,

<i  ( * )  :r* -  1 .

Dividamos «medíanlo el ángulo» el polinomio P (x) entre el polino
mio Q (,r):

x* -  x4 -  2 z A ¡ 2 x ¿ -i *  ~ 1 I xJ — 1
S________ —xf________ | x“- x - 2

_  — X4 — 2x3  +  3 x * + x
~ * 4_________± x

_ - Z r *  +  3i2- l
— 2x> + 2

3** —3
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E l cociente es C (x) =  x* — x — 2, el resto, II (x) — 3** — H. 
Dividim os e l polinomio Q (x) entre el resto R (x):

2 * - í
X3— X 

X — 1

3**—3

Designamos el cociente con G, (x), y e l resto, con 7?j (x). En virtud 
del algoritm o do Euclidcs dividim os el resto de la división  anterior 
R (x) entre el resto obtenido fíl (x):

__3x2 — 3 I x — 1
3xa— 3x 1 3 x + 3  
3x— 3

El polín m ío R  (x) se d ividió exactam ente entre el polinomio
(x) =  x — 1. Por consiguiente, el polinomio x — 1 es el m áxim o 

común divisor de dos polinom ios dados P (x) y Q (x).

1.5* Raíces de un polinomio* Sea P(x) =  0*2” +  
-f- a1x7i~1 +  a2xn~2 +  . . . 4- +  dn cierto polinomio de
grado n. Tomemos el número c y sustituyámoslo por la varia
ble x en el polinomio P (a;). El número obtenido

«oCn +  aiín“1 +  a2cn~* +  . , . +  an^c +  an
so llama valor del polinomio P (x) para x — c y se desig
na P (c).

El número c se llama raíz del polinomio P (x), si el nú
mero P (c) es un cero.

El concepto de raíz de un polinomio se conecta estrecha
mente con la obtención del divisor lineal de un polinomio. Si 
el número c es la raíz del polinomio de grado n P (x), enton
ces el polinomio P (x) se divide entre el polinomio lineal 
x — cf es decir, el polinomio P (x) puede representarse en 
la forma

P (x) =  (x — c) Q (x),
donde £>.(x) es polinomio de grado n — 1.

Puede resultar que el polinomio de rc-ésimo grado P (x) se 
divide no sólo entre el polinomio lineal x — c, sino también 
entre un grado más alto de éste, es decir, por el polinomio de 
la forma (x — c)ky donde k es un número natural mayor que 
la unidad. El número c se llama raíz de la multiplicidad k 
del polinomio P (x) (o raíz múltiple k), si el polinomio P (x) 
se divido entre el polinomio (x — c)*, pero no se divide por el
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polinomio (x — c)A+1. Si el polinomio P (x) se divide entre 
el polinomio lineal x  — c, pero no se divide por (a: — c)2, 
entonces el número c se llama raíz simple del polinomio P (x).

Para que el numero c sea la raíz múltiple k del polinomio 
P  (x), es necesario y suficiente que el número c sea la raíz 
nuil tiple (k — 1) de la variable del polinomio P  (x).

1.0. Fórmulas de la multiplicación abreviada. Es fá
cil convencerse que el número c es la raíz del polinomio 
:r" — C71 (ri es cualquiera) y el número c, la raíz de los polino
mios xn — cn (n es par) y x n +  cn (n es impar); por eso

1) el polinomio xn — cn se divide por el binomio x  — c 
para cualquier n natural;

2) el polinomio xn — cn se divide por el binomio x +  c 
para cualquier n par;

3) el polinomio xn -f cn se divide por el binomio x +  c 
para cualquier n impar.

Como resultado de la división se obtienen respectivamen
te los polinomios de grado (n — 1):

x" ■- -  x n~l -}- xn--c +  Jn-3c2+  . . .  4- xcn-¿ +  c"-1 =¿r — c •
n-t

=  S  xn~k~uk (n es cualquiera); 
fc=o

=  j;"-1 - x *-*c +  xn~3c* -  . . .  -\-xcn' t —cn-1«z +  c
n -1

~ 2  (— 1)* (n es par);

-- x ,t_1 — x a~2c -|- xn“3c2 — __— xcn~2 +  c”' 1 ~
T -|- C

TI — 1

— 2  ( — {n es impar).
k~o

En particular, de las igualdades citadas rnás arriba se 
deducen las fórmulas más simples que se llaman fórmulas de
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la multiplicación abreviada:

(x +  c) {x — c) X2 —

(x -r c) (x2 — xc +  cr) =  x3 +  c3,
(x — c) {a:2 +  xc 4~ c'J) =  x3 — c3.

1.7. Fórmulas de Viete. Entre las raíces ct> c. ¿, , , .  cn 
del polinomio de grado n

P (x) =  xn +  +  a2xtl’2 +  . . . | an^x  f  r¿„
con el coeficiente mayor que es igual a la unidad (cada raíz 
se toma tal número de veces, cual es su multiplicidad), exis
ten las dependencias que se Maman fórmulas de Vicie:

^1 “t~ ^2 "I" ^3 “f“ * • • "f" ^ n - i  ”!“ Cfi “ ®1*

c ,c 2 +  C{c:t +  . . . +  Crt_iC„ =

C|C2C3 4“ C|C2C4 4~ • * - "f” cn -zcn-lcn = —

c l c 2c '.f • '^Ti-l^n =  ( 1) &n •

Si P (x) os un trinomio de segundo grado, os decir,
P (*) =  +  pz +  <h

y los números cx y son sus raíces, entonces las fórmulas do 
Viéte tienen la forma

*1 +  C9 =  —  />, C fc  =r (f.

Si P (x) es un polinomio cúbico, os decir,
/> (x) =  x* r  />.r2 +  (fx 4-

y los números cí% c¡», c:s son sus raíces, entonces las fórmulas 
de Viéte tienon la forma
Ci ~r c2 - r  =  —  />, CjC2 - f  -=  <y,

CjCoC'i r ,

1.8. Teorema fundamental del álgebra. Introduciendo el concepto 
de raíces del polinomio, no hemos planteado la cuestión sobre si cada 
polinomio con coeficientes reales tiene raíces. Es conocido que existen 
polinomios con coeficientes reales, que no tienen raíces reales (t2  4 - 1  

es uno de tales polinomios) y precisamente éste hecho es una de las 
causas de la introducción del concepto do número complejo. Se puede 
suponer que existen polinomios que no tienen raíces incluso en el
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conjunto do números complejos, sobro todo si examinamos los poli
nomios con cualesquiera coeficientes complejos (un caso particular 
do los cuales son los polinomios con coeficientes reales). Si oslo fuera 
así, entonces el sistema de números complejos necesitaría de una 
extensión posterior, ti ti realidad, sin embargo, es válido el siguiente 
teorema fundamental del álgebra:

Cualquier polinomio de grado » con coeficientes complejos en el 
conjunto ele números complejos tiene exactamente n raíces, si cada 
raíz múltiple se cuenta tal número de veces, cual es su multiplicidad.

Todas las demostraciones de osle teorema (las cuales son bastante 
numerosas) en mayor o menor grado utilizan las propiedades de los 
números reales y complejos relacionados con la continuidad, a con
secuencia de lo cual todas estas demostraciones no se pueden considerar 
puramenle algebraicas.

til teorema fundamental del álgebra es válido# también paro 
n . .  0 , puesto que el polinomio de grado cero no tiene raíces, til teorema 
fundamental del álgebra no es aplicable sólo al polinomio nulo, cuyo 
grado no está definido.

1.9. Descomposición del polinomio en factores. En virtud del 
teorema fundamental del álgebra el polinomio de n-ésirno grado

P (?) -  rt0 ;rn -I- O ,* * -1 | /ia.rn ~2 -I- . . . ! nn_%.r |- an

con cualesquiera coeficientes complejos (y, en particular, con reales) 
tiene n raíces (teniendo en cuenta sus multiplicidades) y ,'por con
siguiente, se divide exactamente en polinomios lineales.

X — X —  Cfl,

donde ct, cti . . ., r a son las raíces del polinomio: es decir, el poli
nomio lo representamos en forma del producto de n factores lineales:

P (?) ^  a0  (? — c¡) (x — c3) . . . (.r — cn).

La descomposición del polinomio P (?) en producto de polluomios 
lineales os únicamente con una precisión hasta el orden de sucesión de 
factores.

i. 10. Ciertas consecuencias del teorema fundamental del álgebra 
para los polinomios con coeficientes reales. Si un número complejo 
(pero no real) c =. a  Pi es una raíz del polinomio de n-úsimo grado 
con coeficientes reales, entonces también el número c — a  — p¿ con
jugado com pie jámenle con el número c =  a  P¿ será la raíz del 
polinomio dado.

Del carácter conjugado de las raíces complejas de un polinomio 
con coeficientes reales se deduce que cualquier polinomio de grado 
impar con coeficientes reales tiene por lo menos una raíz real.

Sea que P (?) es un polinomio de grado n con coeficientes reales,
y c =  a  -|- P¿, su raíz. Entonces el número 7  =  a  — p¿ .es también 
la raíz del polinomio P (?), y, por consiguiente, el polinomio P (?) 
puede ser representado en la forma

P (?) =  (? — c) (? — c) Q (?),
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donde Q (x) es el polinomio de (« — 2 )-¿simo grado con coeficientes 
reales.

El producto
(x — e) (a: — c) .= x* — (c +  c) x +  cc =* x* — 2 ax +  a 1  +  P*

representa un polinomio de segundo grado con coeficientes reales.
De esta manera, cualquier polinomio con coeficientes reales se 

representa y además mediante un único procedimiento (con una preci
sión hasta el orden de factores), en la forma del producto de su coefi
ciente muyor a9t de ciertos polinomios con coeficientes reales del 
tipo x — c, que corresponden a sus raíces reales, y de los polinomios 
cuadrados de la forma x2 — (e +  e) x -f cc, que corresponden a los 
pares de raíces complejas conjugadas.

Anotemos que entre los polinomios con coeficientes reales y con 
coeficiente mayor, igual a la unidad, sólo los polinomios lineales 
x — e y los polinomios cuadrados que tienen la forma x2 — (* +  *)* +  
■+■ cc^son indescomponibles en factores de grado menor en el conjunto 
de números reales (o son irreducibles).

La propiedad demostrada de los polinomios con coeficientes 
reales es análoga a la propiedad de descomposición de cualquier número 
natural en factores primos. Para cualquier polinomio P (x) de n-ésimo 
grado con coeficientes reales y el primer coeficiente, igual a la unidad, 
se puede escribir la descomposición, análoga al desarrollo canónico de 
los números naturales (véase p. 1.3 de capítulo 2):

P <*) =  (x -c)*«  <*-*,)*« . . .  (Z-C,)*' X
— - k

X [** —  ( t f + f + C f + l ) *  +  CUiCiM] /+1

. . .  — (c/+wj + £ / + m )

*1 +  **-(“ • • • +  */ +  2 ( * / + i +  • * • + * J + m ) = m i

donde cu  c2, . . cj son las raíces reales del polinomio con las multi.
plicidadcs *lf fe...........ki% y {‘/+m;~¿+»»} son los
pares de las raíces conjugadas complejamente con las multiplicidades 
k¡+1 , » . k¡+m respectivamente. § *

§ 2. Polinomios de varias variables
2A, Monomios y polinomios d e  varias variables. La expresión de 

la forma
axí'xí*

donde a es un coeficiente numérico distinto de cero, y fcj, fca, . . ., fcn 
son números enteros no negativos, se llama monomio de n variables
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x u  x %t . . . » xn. Dos monomios do n  variables

<w?‘*í * • • • »nn y . . .  xln
se llaman sem ejantes, si Act =  Jlt Ar* — l t í , . k n = l n »

La suma dol número finito de un monomio que tiene la forma
aJ{xx \ %x*% . . . se llama po linom io  P  fo , x 4, x %.......... xn) do n
variables x1t Los monomios que forman el polinomio
se llaman términos del polinomio.

Al mismo tiempo se presupone que el polinomio P (xlf *lf **,• * .
. . ., xn) no contiene términos semejantes y que se consideran solo los 
términos con coeficientes distintos de cero. El exponento más alto con 
el cual la variable entra en el polinomio se llama grado del polino- 
m ío  P  {*., za, . . í ri)t respecto a cierta variable elegida (1 =  
-  1, 2, 3, . . *).

El n ú m ero
*i +  +  • - • +  *n*

os decir, la sumo de lo.s exponentos de las potencias de todas las va
riables x¡ que entran en el monomio dado se llama grado del monomio

(o grado de un  co n ju n to t de variables). El valor más grande de la suma 
/f, +  +  k9 +  • • - +  *n <lue 8 0  e*cuentra en cualquiera de los
términos del polinomio se llama grado de u n  p o lin o m io  del conjunto 
de tbdas las variables.

El polinomio P (xu ar?, jt3, . . xn) se llama hom ogéneo, si los 
grados de todo9  los monomios que entran en el polinomio son iguales,

2.2. Ordenación lexicográfica de los términos de un polinomio. 
Mientras-que para los polinomios de una variable existen dos modos 
naturales de ordenación de los términos de un polinomio, según las 
potencias decrecientes y crecientes de la variable, para los polinomios 
de varias variables tales modos naturales ya no son utilizables. Sin 
embargo, cxi9te un modo que se utiliza frecuentemente de ordenación 
bastante determinada de los términos de un polinomio de varias va
riables, que se llamo modo «lexicográfico». Este modo es análogo al 
modo de ordenación de palabras en el diccionario: considerando las 
letras ordenadas de tal manera como se hace en el alfabeto, se deter
mina la posición mutua de dos palabras en el diccionario por sus 
primeras letras; si las primeras letras coinciden, entonces por las 
segundos, etc.

La esencia del modo «lexicográfico» de ordenación de ios términos 
de un polinomio de varias variables consiste en lo siguiente.

Sea que P (¿rlt x2,  xn) es un polinomio de » variables
.rlT j-2, x 3, . . xn, y  su p o n g a m o s q u e

xí’-ri*!.?’ • ■ • I b" y X¡'4'4* • • • *n
son dos términos distintos del polinomio dado. Puesto que estos dos 
términos son distintos, por lo menos una de las diferencias do los



Fracciones algebraicas racionales 139§ 3.

exponentes de grados
Arj Z*i /ca —- ¿a? ■ • •* l(n In (0

es distinta del coro. El término J['x . . . x^  so considera su
perior al término x ^ x ^ x ^  . . . x lnn, si la primera diferencia distinta 
de cero en (1) es positiva. En caso contrario el término a$la%9 . . . aft1 
se considera inferior al término x\x*b . . . xl£ . Dicho de otra manera, 
el término x^'x^x*' . . . es superior al término . . . *{j\
si A, >  Zj o si kx =  ¿i, /r* >  etc. Es difícil advertir que de que el 
término J{'xX*x\* . . . es superior ai término . . . xlJ¡
no se deduce* que el grado del término z^'x^tx^* . . . es mayor que 
el grado del término • • • *nn. Así, por ejemplo, el término
x\x% se considera superior al término xjfxS, aunque su grado (por el 
conjunto de variables) es menor.

Comparando entre sí todos los términos del polinomio, destaca
mos de ellos aquel que es superior a todos los demás, y lo escribimos 
en el primer lugar. Comparamos los demás términos del polinomio 

y destacamos de ellos al superior, que lo escribimos en el segundo 
lugar, etc. De resultas obtenemos la expresión del polinomio de n va
riables, en la cual cada término, comenzando por el segundo, es in
ferior al anterior.

E9 ta forma de escritura se llama modo lexicográfico de expresión 
de un polinomio de varias variables. El término del polinomio que 
se encuentra en el primer lugar se considera término superior de un 
polinomio.

§ 3. Fracciones algebraicas racionales
3.1. Operaciones aritméticas con las fracciones algebrai

cas. La expresión que tiene la forma

donde P y Q son los polinomios de una o de varias variables*), 
se llama fracción algebraica racional. El polinomio P se llama 
numerador de una fracción, y el polinomio Qt su denominador.

Seguidamente, caso de que no haya advertencia especial, 
se estudiarán las fracciones, el numerador y denominador 
de las cuales son los polinomio^ de una variable.

La fracción algebraica racional (1) está definida para 
todos los valores de la variable x y a excepción de la lista 
finita de valores que anulan el polinomio Q (x) (las raíces 
del polinomio Q (a:)).

*) La fracción algebraica racional a veces también se denomina 
expresión algebraica racional.
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El conjunto de valores do una variablo para los cua
les el denominador de la fracción so distingue de cero, se 
llama conjunto de valores admisibles de la variable x de la 
fracción algebraica dada. Dos fracciones racionales algebrai

co ízl P (:rlcas ttH  y /t-t-t se llaman iguales (o idénticamente iguales),
Y  ( J J Y l  \ X )

si P {z)-Qi (x) =  Q{x)-Pí (.r) para todos los valores 
para los cuales Q (z) 0 y Qx (x) 0, De la definición de
la igualdad de fracciones so deduce que la fracción algebrai
ca no cambia, si el numerador y el denominador de la frac
ción se multiplica por un mismo polinomio K  (x):

P j x )  _  P ( x ) - K ( z )

<?(*) ~  Q (*)-*(*) #
En esta propiedad se basa la regla de simplificación de las 
fracciones algebraicas, es decir, la división del numerador 
y del denominador por so común divisor y también la reduc
ción de fracciones a un denominador común.

Como resultado de la simplificación de una fracción alge
braica puede ser obtenida una fracción algebraica que tiene 
un conjunto de valores admisibles que no coincide con el~con- 
junto de valores admisibles de la fracción original. Esta cir
cunstancia debe tenerse en cuenta cuando se simplifican 
las fracciones algebraicas.

Por ejemplo, la simplificación de la fracción algebraica
a » - l  

x (z— 1 )

en un polinomio lineal x — 1 reduce la fracción algebraica 
dada a la forma

x -f- 1

X

El número 1 entra en el conjunto de valores admisibles 
de la fracción obtenida, mientras que para la fracción origi
nal el número 1 no entraba en el conjunto de valores admisi
bles.

La fracción algebraica

QQi (2)
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so llama suma do dos fracciones algebraicas racionales

Se dice que la fracción algebraica (2) está obtenida do resul
tas de In adición do fracciones ~  y — v so escribo

v  VI  '
P  +  Q  P  , J \

Q ' Q i “  Q  ^  Q x  •
La fracción

P P i
QQx (3)

se llama producto de dos fracciones algebraicas racionales

Se dice que la fracción algebraica (3) está obtenida de resnl-
P  Ptas de la multiplicación de fracciones y jj y se escribo

P  P ¡  _  P  P L

Q  Q t  ~  Q  ' <>i '
La fracción

P ‘Q y - P y < >
QQv

se llama diferencia de dos fracciones algebraicas

(4 )

Se dice que la fracción algebraica (ó) está obtenida do re-
P Psultas de la sustracción de la fracción —1 de la fracción -~
v l V

y se escribe
P - Q l - P y Q  P  Py

Q-Qy. Q Qy ‘

P Q i
Q ' P y

(•r>)

La fracción
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se llama cociente de dos fracciones algebraicas racionales

P

-Q y Q i
Se dice que la fracción algebraica (5) está obtenida de rcsul-

P  Ptas do la división de la fracción -y. entre la fracción — y se
v viescribe

P -<?i _ P  . /Ji
<?./>, ‘ Q • ^  ‘

El cociente de dos fracciones algebraicas racío ales está 
definido para lodos aquellos valores admisibles de la varin-

P  Pble x do las fracciones y -̂l , para los cuales P t (x) =̂= 0.
Las operaciones de adición y multiplicación de las frac

ciones algebraicas racionales son asociativas y conmutativas 
y se relacionan por la ley de la distribulividad de la multi
plicación respecto a la adición.

3.2. Fracciones algebraicas propias. La fracción alge-
braica racional se llama propia, si el grado de un po
linomio que se encuentra en el numerador de la fracción es 
menor que el grado del polinomio que se encuentra en el de
nominador de la fracción, y se llama impropia en el caso 
contrario.

De esta manera, la fracción

~ ? + r
es propia y las fracciones

X3
y x +  i

son impropias.
Cualquier fracción algebraica racional impropia

puede ser representada en forma de suma de un polinomio y de 
una fracción propio. Para esto es necesario hallar el cociente 
G (x) y el resto R (x) de la división del polinomio P (x) por

P  ( xol polinomio Q (x). Entonces la fracción impropia re-
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sulta ser representada en la forma
n(x) , n (t)
<?(*) G{x) <?<*)

a  íi)donde es una fracción propia, y G (x) os un polinomio
llamado parte entera de la fracción algebraica racional.

La representación de la fracción impropia en la
forma (6) se llama formación de la parte entera de la fracción 
algebraica impropia.

Ejemplo, La fracción algebraica racional
X3

x + 1

puede ser escrita en forma de suma de un polinomio y do una 
fracción algebraica racional*.

donde el polinomio x1 — x +  1 es la parte entera de la frac
ción algebraica impropia.

3.3, Fracciones simples. Una fracción algebraica racional propia 
P íx) se llama simple, si su denominador Q (x) es el grado natural de
cierto polinomio irreducible q (x);

<? (*) =  (*) >  1)»
y el grado del numerador P (x) es menor que el grado del polinomio 
q (x). Recordemos, que entre los polinomios con coeficientes reales 
y con un término mayor igual a la unidad, son irreducibles sólo los 
polinomios lineales x — c y los polinomios cuadrados que tienen la 
forma x2  -f  px +  si los coeficientes del trinomio de segundo grado 
satisfacen la desigualdad p2 — 4q <  0. A consecuencia de esto una 
fracción algebraica racional puede ser simple sólo en los casos, cuan- 
do su numerador P (x) es o un polinomio de primer grado o un polino
mio de grado cero {es decir, un número no igual a cero).

Ejemplos, 1. La fracción (fc natural) será una frac
ción algebraica racional simple, puesto que su denominador es el grado 
de un polinomio irreducible y el grado de un polinomio irreducible 
es mayor que el grado del numerador._^

2, La fracción > . . no es una fracción simple, puesto que el
grado del polinomio que se encuentra en el numerador de ia fracción
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es mayor que el grado del polinomio que se encuentra en el dciiomj~ 
uador.

3. La fracción — no es simple, puesto que su denominador
se puede descomponerlo eu factores.

En la teoría de las fracciones algebraicas racionales el lugar de 
mayor importancia le pertenece al teorema siguiente:

Cualquier fracción racional propia se descompone en una suma 
de fracciones simples y esta descomposición es única.

Ejemplo ó. Descompóngase en una suma de fracciones simples la
fracción propia ^  , donde

P (.r) 2 -  iOi* -1- lx 2 -|- | 3,
V (r) =* x h —  2xa +  2xa — 3jt ‘l 2.

El polinomio (J (.r) puede ser representado en la forma del pro
ducto de polinomios irreducibles:

** -  2*a 4- 2,ra -  3x 4- 2 =r {x 4- 3) (x — 1)= (** -!- 1).
P  i-t)La descomposición buscada de la fracción ^  debe tener la forma de

P(r) __ A B 2 Dz + E
<J(x) ~  x 2  1 (x - 1  )* i ” x - 1  T  xa +  t ’

donde quedan por hallar los números A f Dy C, D% E, Reduzcamos el 
miembro segundo de la fracción a un denominador común y, utilizando 
la definición de la igualdad de polinomios, obtendremos un sistema 
de cinco ecuaciones lineales con cinco Incógnitas: A, Bt C\ D1 E,

El sistema obtenido tendrá una única solución:
A =  3, B =  1, C c  - 2 ,  1̂  =  1, E =  ^ 3  y, por consiguiente, 

la descomposición buscada tiene la forma

P (x) _  3 . 1________2___  * - 3
<¿(x) x  +  2 ' (jc — l)9 x — 1 ' ' x * - \ - i  #

•l/i. Proporciones. La igualdad que tiene la forma

íl c
~b ~d O)

se llama proporción y a> b, c, dy términos de la proporción. 
Un la proporción (7) a y d se llaman términos or¿reznos, y £> 
y c, términos medios de la proporción.

Do la proporción (7) se deduce:
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1) a-d  — b-c\
n\ d áz b   c dt d a — b c — d

~  d ’ a +  b c+d  ’

po+gfe (proporciones deducidas),

donde m, g son números arbitrarios (p y g no son simul
táneamente iguales a cero).

§ 4. Expresiones algebraicas irracionales
Una expresión algebraica se llama irracional, si con 

las variables que entran en la expresión algebraica se efec
túa, junto con las operaciones de adición, sustracción, mul
tiplicación y división, la operación de elevación a una 
potencia (no entera) racional♦

Ejemplos. 1. La expresión algebraica

x8 +  a Y x +  6

es una expresión algebraica irracional, puesto que la varia
ble x se encuenta bajo el signo de la raíz cuadrada.

2. La expresión algebraica
3

V §**- / « * - !

respecto a la variable x no es una expresión algebraica irra- 
cional. Si consideramos a como variable en esta expresión 
algebraica, entonces la expresión es irracional. De esta ma
nera, la respuesta a la cuestión sobre la irracionalidad de 
una expresión algebraica depende do qué magnitudes en la 
expresión algebraica dada se consideran variables y cuáles, 
coeficientes.

Las transformaciones de las expresiones algebraicas 
irracionales so efectúan de acuerdo con las leyes generales 
de las operaciones aritméticas y con las reglas de operacio
nes con radicales.

Eliminación de la irracionalidad del numerador (denomi
nador) de una fracción algebraica irracional. La expresión
10-01477
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algebro i ca que tiene la forma
i£l
<*)

so llama expresión irracional fraccionaria, si por lo menos 
una do las expresiones algebraicas /  (x) o g (z) es irracional 
respecto a la variable x.

Sea S (z) cierta expresión algebraica irracional respecto 
a la variable x. La expresión algebraica S (z) que no es idén
ticamente igual a cero se llama factor adicional para la ex
presión algebraica óT (x)T si S (z) S (z) es una expresión alge
braica racional respecto a la variable x. El conocimiento de 
factores adicionales para las expresiones algebraicas que se 
encuentran en el numerador (o en el denominador) de la frac-
ción (1), permite representar la fracción en forma de
una fracción, el numerador (denominador) de la cual es la 
expresión algebraica racional:

/ _  f 'j - /'*
£ 8'] 8*¿ 9 _

donde /  es el factor adicional del numerador y gx ol factor 
adicional del denominador. Tal transformación de la ex
presión irracional es la que se llama eliminación de la irra
cionalidad respectivamente del numerador y del denominador 
do la expresión fraccional irracional.

De esta manera, el proceso de eliminación de la irracio
nalidad so reduce a hallar un factor adicional para la expre
sión algebraica S que contiene radicales. Podomos decir, que 
es muy difícil indicar un método universal do obtención del 
factor adicional. A continuación citamos los factores adicio
nales para ciertas expresiones algebraicas de dos variables, 
* y y: _

S (z, y) S (x, y) S (x, y) S  (x, y)
n___  n ____

y  x V  V  xn~hyn~l
V * ± . V  y V*=f  V v

xy 
x — y

*1 3 3 3 3
V x  ±  Y  y y * 5 =F v * y  +  V Y  X ±  y

V x - Y h  V ^ n~, + V V wty +  . . . + W * - 1 v



Expresiones algebraicas irracionales 447

(/i os cualquior)
n n n ____ n ________  n_
V x  +  V y  V * n~l — V * * - v + . . .  + V y n~t * + »

(n es impar).
Es muy fácil convencerse, que si la expresión algebraica 

S {xf y) es un factor adicional para la expresión algebraica 
S (ar, y), también la expresión algebraica S (z ,j/) será un 
factor adicional para la expresión algebraica S (x, y).

Observemos que si el número de sumandos que contienen 
radicales es mayor que dos, entonces la eliminación de radi
cales del numerador (denominador) de la fracción es cómodo 
efectuarla en ciertos casos, utilizando sucesivamente las 
fórmulas de la multiplicación de irracionalidades.

Ejemplos. 1. Eliminar la irracionalidad del denominador 
de la fracción algebraica

X

y ^ + y z + í  *
Observando que de factor adicional para el denominador 

sirve
a _

V x — u
multiplicamos el numerador y el denominador de la fracción

3 _
por la expresión Y x —

____ 'x l) l)
Y x ' + y ~ x + ( » / ; - i ) ( s/ ? - i - s/ í + i )  "  ¿ - i  *

2. Elimínese la irracionalidad del denominador de la 
fracción

1_______
y i+ Y ~ v -v ~ *

Designando Y x +  U — * y multiplicando el numera
dor y denominador de la fracción dada por la expresión 
t +  Y  z t obtenemos

i t + V l  Y~*+Yv+Y~t __ Y l + Y l + Y l ^
t - y i  «*-* (/¿H -V *)'-*  x + a - x + 2  Y*y ‘

lo*
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Como resultado de Jas transformaciones de la fracción 
algebraica original efectuadas hemos obtenido una fracción 
algebraica que contiene en su denominador sólo un radical. 
Ahora, multiplicando el numerador y denominador de la 
fracción por la expresión

(x +  y — z) — 2 Y x y ,
obtenemos la fracción que ya no contiene la irracionalidad 
en el denominador:

Y y +  / * )  ( x + y — z — 2 V x y )
(x-l-y—zj*— ' *

§ 5. Ecuaciones. Ecuaciones algebraicas
5.1. Principales definiciones. En álgebra se estudian 

dos tipos de igualdades: identidades y ecuaciones.
La identidad es una igualdad que se cumple para todos 

los (admisibles) valores de las letras que entran en ella *). 
Para escribir la identidad junto con el signo =  se usa tam
bién el signo =  .

La ecuación es una igualdad que se cumple sólo para 
ciertos valores de letras que entran en ella. Las letras que 
entran en la ecuación, según la condición del problema, 
pueden ser no equivalentes: unas pueden adquirir todos sus 
valores admisibles (son los llamados parámetros o coeficientes 
de la ecuación y suelen designarse por las primeras letras 
del alfabeto latino: a, ó, c, . . o por las mismas letras 
con los índices: au a2, . . o bu . . .); otras, cuyos valo
res es necesario hallar, son las llamadas incógnitas (suelen 
denominarse por las últimas letras del alfabeto latino: 
j ,  y, 2, . . o por las mismas letras con los índices: xu 
*21 . . .  o ylt . . .).

*) Bajo el término admisibles se entiende aquellos valores numé
ricos de las letras, para los cuales son realizables todas las operacio
nes que se efectúan con las letras que entran en la igualdad. Por ejem
plo, los valores admisibles de las letras que entran en la igualdad

a
son los siguientes: pora a (— <»; 0 ) U (t>; +  <*>); para x [2; +  «>), 
para b (— oo; +  oo).
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En su forma general la ecuación puede ser escrita como 
sigue:

1* (#], . • • y #n) =  0*
Según el numero de incógnitas la ecuación se llama, 

ecuación con una, dos, etc. incógnitas.
El valor de las incógnitas que convierten la ecuación en 

identidad se llama solución de la ecuación.
Resolver una ecuación significa hallar el conjunto de sus 

solucionos o demostrar que las mismas no existen. Según 
el tipo de ecuación el conjunto de soluciones de una ecuación 
puede ser infinito, finito y vacío.

Si todas las soluciones de la ecuación F ~ 0 son solucio
nes do la ecuación G — 0, entonces se dice que la ecuación 
G =  0 es consecuencia do la ecuación F =* 0 y se escribo

F =  0=>G =  0.
Dos ecuaciones

F =  0 y G -  0

se llaman equivalentes, si cada una do ellas os consecuencia 
de la otra, y se escribe

F -  0 <=> G =  0.

De esta manera, dos ecuaciones se consideran equivalen
tes, si el conjunto de solucionos de estas ecuaciones coinciden.

La ecuación F =  0 so considera equivalente a las dos 
(o a varias) ecuaciones Fs =  0, F2 =s= 0, si el conjunto de 
soluciones de la ecuación F =  0 coincide con la unión de los 
conjuntos de soluciones de las ecuaciones P\ =  0, s= 0.

Ciertas ecuaciones equivalentes\
1) La ecuación F -f  G =  G es equivalen le a la ecuación 

F =  0, que estudia sobre el conjunto do valores admisibles 
de la ecuación original.

F2) La ecuación ^ =  0 es equivalente a la ecuación
F 0 que se estudia sobre el conjunto de valores admisi
bles de la ecuación original.

3) La ecuación F •& — 0 es equivalente a las dos ecua
ciones F =  0 y C =  0.

4) La ecuación Fn 0 os equivalente a la ecuación F =  0.



150 Algebro Cap. 4.

5) La ecuación Fn =  Gtl para n impar es equivalente 
a la ecuación F =  Gt y para n par es equivalente a las dos 
ecuaciones F — G y F =  — C.

La ecuación que tiene la forma
Pn = 0 ,

donde Pn es el polinomio de n-ésimo grado de una o varias 
variables, so llama ecuación algebraica.

Se llama ecuación algebraica con una incógnita la ecua
ción que se reduce a la forma

a0xn +  avTn~l +  a%xn~2 +  . . . +  an^x -f- an =  0,
donde n es un número entero no negativo; los coeficientes 
del polinomio a0, au a2, . . «n-i» se llaman coeficien
tes (o parámetros) de la ecuación y se consideran dados; 
x so llama incógnita y es buscada. El número n se llama 
grado de una ecuación.

Los valores do la incógnita x que convierten a la ecua
ción algebraica en identidad se llaman raíces (a veces solu
ciones) de una ecuación algebraica. Antes do exponer los 
conocimientos sobre los tipos particulares de la ecuación 
algebraica (lineal, cuadrática y otras ecuaciones) observe
mos, que los métodos de solución de las ecuaciones cuadráti
cas y linéalas ya eran conocidos hace mucho tiempo, mientras 
que el descubrimiento de los métodos de solución de las ecua
ciones de tercero y cuarto grado se refiere al siglo XVI. 
Después, casi tres siglos continuaron las tentativas infruc
tuosas para lntcer el siguiente paso, es decir, para hallar 
las fórmulas que expresen mediante los radicales las raíces 
de cualquiera ecuación de quinto grado a través de sus coe
ficientes. Estas tentativas se terminaron sólo cuando Abel en 
los años veinte del siglo pasado demostró que tales fórmulas, 
que dan la solución de las ecuaciones de n-ésimo grado para 
cualquier 5, no pueden ser halladas.

Este resultado de Abel no eliminó, sin embargo, las po
sibilidades de que las raíces de ciertos polinomios concretos 
con coeficientes numéricos pueden, no obstante, expresarse 
de una u otra manera a través de los coeficientes mediante 
cierta combinación de radicales. El problema sobre las con
diciones, para las cuales la ecuación dada es resoluble en 
radicales, fue investigado por Galois en los años treinta
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del siglo pasado. En particular, él mostró que para cualquier 
5 se pueden indicar las ecuaciones de n-ósimo grado que 

son irresolubles on radicales incluso con coeficientes numé
ricos enteros. Tal, por ejemplo, es la ecuación xr> =  4x — 
- 2  =a 0.

5.2, Ecuación lineal* La ecuación de primer grado
ax +  fe =  0, (1)

donde a y ó son ciertos números reales, se llama ecuación 
lineal.

La ecuación lineal siempre tiene una sola raíz x = —
la cual so halla de la manera siguiente.

Adicionando a ambos miembros de la ecuación (1) el 
número — fe, obtenemos la ecuación

ax -  -  fe, (2)
qne es equivalente a la ecuación (1). Dividiendo ambos miem
bros do la ecuación (2) por el valor a 0, obtenemos la 
raíz de la ecuación (1):

5*3. Ecuación cuadrática. La ecuación algebraica de 
segundo grado

ax2 +  bx +  c =  0, (o)
donde a, 6, c son ciertos números reales, se llamo ecuación 
cuadrática. Si a =  1, entonces la ecuación cuadrática (.'>) 
se llama reducida.

Las raíces de la ecuación cuadrática se calculan por la 
fórmula

 ̂ — fedfc Yh*—toe
2 -------------2a *

la cual puede ser obtenida como resultado de las transforma
ciones siguientes de la ecuación inicial *).

Escribimos el trinomio do segundo grado ax2 ■•[■■■ bx c 
qué se encuentra en el primer miembro de la ecuación (3) en 
formo (le cuadrado perfecto y efectuamos las Iransíorinacio-

*) L a  e x p r e s ió n  b2 — 4<zc se lla m a  discriminante «le iu ecu a ció n  
cuadrática.
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nes, como resultado de las cuales cada vez se obtendrá una 
ecuación equivalente a la ecuación inicial:

( « + £ ) * -
6 * — 4ac 

4a *=í
Y  b2—4ac 

2 | a 1 *
La última ecuación es equivalente a dos ecuaciones:

, b _  V h 2 — kac 
f 2 a ~~ 2 | a | *
_b__ ___  Y b 2 — 4 ac
2 a ~  2  | a | (5)

Utilizando la definición del valor absoluto del número, es 
fácil convencerse que las ecuaciones (4) y (5) son equiva
lentes a las ecuaciones

b , V b*—4ac 
“ 2 a +  2 a
b _ y  b2—£ac

2a 2a

Uniendo estas dos fórmulas obtenemos la fórmula de las 
raíces:

*1.2
— b db Y —4ac 

2a
En este caso:

si bz — 4ac >  0, entonces la ecuación tiene dos distintas 
raíces reales;

si 6* — 4ac =» 0, la ecuación tiene una raíz real de 
multiplicidad 2;

si b% — 4ac <  0, la ecuación no tiene raíces reales, 
sino que tiene dos raíces conjugadas complejamente:

_  Y k a c - b 2 ,
2®+ 2a *2 =

b
2a

Ykac  — b* .
Ta 1
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Las formas particulares de la ecuación cuadrática (3) 
son:

1) La ecuación cuadrática reducida (en el caso, si a =  1), 
la cual suele escribirse en la forma

x2 +  px +  q =  0.

Las raíces de la ecuación cuadrática se calculan por la fór
mula

* i.2 =  — ( 7 )  “ ?• (fi)

2) La ecuación cuadrática con el segundo coeficiente par, 
la cual suele escribirse en la forma

ax2 +  2kx +  c =  0 {k es un número entero).
Las raíces de osta ecuación cuadrática se calculan cómoda
mente por la fórmula

*i.2=*
— fr ±  \ fk * — ac 

a (7)

Las fórmulas (6) y (7) son formas particulares de las 
fórmulas que se emplean para calcular las raíces de la ecua
ción cuadrática completa.

Las raíces de la ecuación cuadrática reducida
x2 +  px +  q — 0 

se relacionan con sus coeficientes por las fórmulas de Vietc 

*i +  =  — P i
XjX̂  =  q.

En caso de que la ecuación cuadrática reducida tenga 
raíces reales, las fórmulas de Viéte permiten juzgar tanto 
sobre los signos, como sobre el valor relativo de las raíces 
de la ecuación cuadrática, es decir,

si q >  0, p >  0, entonces ambas raíces son negativas; 
si q >  0, p <  0, ambas raíces son positivas; 
si q <  0, p >  0, la ecuación tiene raíces do distintos 

signos, además, la raíz negativa por su valor absoluto es 
mayor que la positiva-.
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si q <  O, p <Z O, entonces la ecuación tiene raíces de 
distintos signos, además, la raíz negativa por su valor abso
luto es menor que la raíz positiva

5,4. Ecuaciones binomias. La ecuación do n-ésimo grado
axn ± 6  =  0 (8)

se llama ecuación binomia. Para a >  0 y b >  0 por susti
tución *) de

donde 1 /  —es el valor aritmético de la raíz, la ecuación (8) * a
so reduce a la ecuación

y'1 ±  1 -  0,
la cual examinaremos a continuación.

La ecuación binomia yn — 1 — 0 para n impar tiene una 
raíz real y =  1. En el conjunto de números complejos esta 
ecuación tiene n raíces (de las cuales una es real y n — 1 
son complejas):

yh =  cos-2~L +  / son (£=*0, 1, 2, . .  , f n - 1). (9)

La ecuación binomia y” — 1 = 0  para n par en el conjun
to de números reales tiene dos raíces [y =  1; y =  — 1), 
y en el conjunto de números complejos, n raíces que se cal
culan mediante la fórmula (9).

La ecuación binomia yn +  1 == 0 para n impar tiene una 
raíz real y =  — 1, y en el conjunto de números complejos, 
n raíces que se calculan por la fórmula

y h ^  eos -j- i sen 2n/c± n- ( k -  0, 1, 2, 1).
n  n

(10)

La ecuación binomia y" +  i » 0  para n par no tiene 
raíces reales. En el conjunto do números complejos la ecua
ción tiene n raíces que se calculan por la fórmula (10).

*) Si a y b tienen los signos distintos, entonces x =
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Demos una breve enumeración de los conjuntos de raíces 
de la ecuación binomia para ciertos valores concretos de n.

1) y* — 1 =  Q (« =  2).
La ecuación tiene dos raíces reales 2 =  ± 1 .
2) y3 _  1 =  0 (n =  3).
La ecuación ticno una raíz real yt — 1 y dos raíces 

complejas y2.3 =  —
3) y* — 1 =  0 (n =  4).
La ecuación tiene dos raíces reales y1>2 =  ±  1 y dos 

raíces complejas y., 4 =  ±  i-
4) y* -{- 1 -  0 (n =  2).^
La ecuación no tiene raíces reales. Las raíces comple

jas son: y,/2 =  ±  i.
5) y’ +  1 — 0 (» =  3).
La ecuación tiene una raíz real y, =  — 1 y dos raíces 

complejas y2.;( -  •
6) y* -f 1 -  0 (n =  4).
La ecuación no tiene raíces reales. Las raíces complejas 

son:

= L  0 *  á / 3 . 4 = --------------------------±  ¿ ) -

5.5. Ecuación bicuadrada. La ecuación algebraica de 
cuarto grado

«z4 +  te* +  c 0 T
donde a, b, c son ciertos números reales, se llama ecuación 
bicuadrada. Por sustitución de x1 =  1/ la ecuación se reduce 
a la ecuación cuadrática ay2 +  +  í  * 0  con la solución
posterior de dos ecuaciones binomias x1 =  ijx y s* =  (|h
e son las raíces de la ecuación cuadrática'respectiva).

Si 0 e y2 ^ 0 ,  entonces la ecuación bicuadrada 
tiene cuatro raíces reales:

X i , t - ± V i J t ,  X 3 rfcVyz-

Si i / , > 0 ,  <  0 *), la ecuación bicuadrada tiene dos
raíces reales x Xrl -- -h]/*i/, y dos Taícos conjugadas ima-

*) El cuso yl c  0, y2 ;> 0 análogo al caso que hemos cstutú" 
nado.
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ginarias puras:
# 3 , i ^  zSz Í í/ 2  »

Si Wi <  O í/2 <  O, la ecuación bicuadrada tionc cuatro 
raíces conjugadas por pares imaginarias pitras.

* i .a’ • ± íV '= T i , «3.4= ± * V —yz-
Si ¿/i y y¿ son raíces complejas de la ecuación cuadrada 

respectiva, entonces para obtener cuatro raíces de la ecua
ción bicuadrada es necesario extraer las raíces cuadradas de 
los números complejos j/j o y2. Para evitar esta operación 
que es bastante voluminosa, transformemos la ecuación 
bicuadrada dada de la manera siguiente. Escribamos la 
ecuación inicial a.r4 +  bx2 -j- c — 0 en la forma

x4 -f pxz +  q =  O, (U)
donde p ~  bla, q — cía, además, los coeficientes p y q, en 
vigor de la suposición sobre el carácter complejo de las 
raíces de la ecuación cuadrática, satisfacen las condiciones
I P I <  2 V J  y q >  0.

Efectuemos las transformaciones siguientes del primer 
miembro de la ecuación (11):
x* +  px* +  q — (x4 -S-q) px2 =

=  ( i 4 f  2 Y  q x i -\-q)—(2Y<]—p) x2 '-= (** -I- V  <¡)2 ~

-  (2 Y q -  p) 3.2 =  (z* +  x Y * Y q - P  +  V"q) ( * * -

—x Y  2 Y q —p + Y q ) -
Do osla manera la solución do la ecuación bicuadrada ax4 +  
+  bx1 +  c -  0 se reduce a la solución de dos ecuaciones 
cuadráticas con los coeficientes reales:

z* +•x V 2 Jf q  — p-\~YQ —0,

x1 — x V 2 Y  q — p  +  V q  =  0.
La solución de las ecuaciones del tipo ax2h -(- bxh -)- c — 

-- 0 (a ^  0, k es un número natural) por medio de la sustitu
ción de xh ~  y se reduce a la solución de la ecuacióu cua-
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dratica ay2 4* by +  c =  0 con la solución posterior de las 
ecuaciones binomias respectivas.

5.6. Algunas ecuaciones de cuarto grado rcducibles a ecua
ciones cuadráticas. La ecuación algebraica de cuarto grado 
del tipo

ox4 4  fex3 4  ex1 4  dx 4  e =  0 (12)

se llama recíproca (e 0), si hay tai número X ^  0, que en
tro los coeficientes do la ecuación a , ó, rf, e existen las rela
ciones d X ó, e =  7¿a o, lo que es lo mismo, tiene lugar 
la igualdad

Utilizando esta relación entre los coeficientes, la ecuación (12) 
se puede escribir en la forma

ax4 4  h*3 +  cx2 +  -}- X2a =  0. (13)
Puesto que x =  0 no es la raíz do la ecuación (12), entoncc.% 
dividiendo término a termino ambos miembros de la ecua
ción (13) por x2 y realizando la agrupación respectiva de los 
términos en el primer miembro de la ecuación, obtenemos la 
ecuación que es equivalente a la ecuación (13):

°  (** +  - S ~ ) + 6 ( * + - 7 )  +  c ” 0>
y

Ahora por sustitución de x 4- — </ (teniendo en cuenta que

xa =  yi — 2X) la última ecuación so reduce a la 
ecuación cuadrática respecto a y:

ay2 +  by H- c — 2Xa =  0. (14)
Resolviendo la última ecuación, obtenemos que las raíces 

de la ecuación recíproca (12) se bailan como raíces de dos 
ecuaciones cuadráticas:

X2 — y¿c +  X =  0, 
xa — y¿c -(- \  =  0, 

donde yi e y t son raíces de la ecuación (14).
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Las ecuaciones simétricas que corresponden a i » l )  
axA +  fcx3 +  ex2 +  bx +  a =  0 

y las ecuaciones antisimétricas (las que corresponden a X — —
- i )

ax4 +  bx3 +  ex2 — te  -f  a =  0,
son casos particulares de las ecuaciones recíprocas. Estas 
ecuaciones se reducen a las ecuaciones cuadráticas mediante
la sustitución x +  - j — y para la ecuación simétrica y la

sustitución x — -  =  y para la antisimétrica.
La ecuación de cuarto grado de la forma

(x* +  bx +  c) (xz +  bx +  d) =  A, (15)
donde ó, c9 d, k son ciertos números reales, también se redu~ 
ce a la ecuación cuadrática

y2 +  (c +  d) y -  k =  0 (16)
por sustitución de

¿r® 4  bx =  y.
Si la ecuación (16) tiene unas ralees reales yt e yt , enton

ces las ralees de la ecuación (15) se hallan como las raíces de 
dos ecuaciones cuadráticas con coeficientes reales:

x2 4  bx — yt =  0,
x2 +  bx — Vi — 0.

La solución do la ecuación que tiene la forma
x ( i  4  a) (x - f  6) (x +  a -J- í>) =  c (17)

puede ser reducida a la solución de dos ecuaciones cuadráti
cas mediante el procedimiento siguiente.

Uniendo el primer factor que se encuentra en el primer 
miembro de la ecuación (17) con el cuarto, y el segundo con 
el tercero, obtenemos la ecuación

I*a 4- (a -J- b) x) [x2.+  (a 4  b) x -J- ab\ =  c,
la cual mediante la sustitución

i* 4  {« 4  b)x  =  y
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se reduce a la ecuación cuadrática respecto a la nueva incóg
nita y:

y2 +  aby — c — 0. (18)
Si la ecuación (18) tiene Jas raíces yL e p2, entonces el con
junto de raíces de la ecuación (17) se halla como el conjunto 
de raíces de las dos ecuaciones cuadráticas con coeficientes 
reales siguientes:

x2 +  (a +  b) x — y1 — 0, 
x2 +  {a +  b) x — yz =  0.

5.7. Solución de una ecuación algebraica con coeficientes enteros. 
Las raíces racionales de la ecuación algebraica de n-ésimo grado

a 0x n  +  axx * - 1 +  +  - - - +  a n - i*  +  «n =  (19)
donde «o, au a2, . . an_lt son números enteros, puede hallarse
utilizando la regla siguiente:

Sólo los números — (m es entero, p, natural), donde el número
l m 1 es el divisor del numero |an|, y el número p, el divisor del número 
ja0|, pueden ser raíces racionales de la ecuación (19).

Ejemplo. Hallar las raíces de la ecuación
4** +  8*3 — 3x2 — 7x +  3 =  0. (20)

Los divisores del número 3 serán los números 1, 3, y los divisores 
del número 4, los números 1, 2, 4. £1 conjunto de valores m será 
{1; — 1; 3; —3} y el conjunto de valores p, {1, 2, 4). El conjunto de

{ I
zfcl; ±2; ±  !

1 3 3 1ifc — ; ±  — ; ±  -7- > . Sustituyendo estos números en la ecuación, 4 2 4 J
i 3hallamos que los números — y — — son las raíces de la ecuación dada.¿ ¿í

Por consiguiente, según el teorema de Dezout el polinomio dado se 
divide por los polinomios lineales

(*“4 ) y ( * + 4 )
y, por consiguiente, se divide también por su producto

(*” 4 )  ( * + Í H a + x - T *
Efectuando la división mediante el «ángulo», hallamos el poli

nomio del cociente:
4*» +  ¿ 2  — 4.
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Resolviendo la ecuación cuadrática
4** -1- 4* -  4 =  0,

obtenemos dos raíces reales más do la ecuación (20):

**
- 1 + ^ 5

2 *4
- 1 — Y l  

2

Asi pues, el problema está completamente resuelto, es deciT, hemos 
hallado todas» las cuatro raíces de la ecuación inicial:

z\ 2 1
3 _ —1 + 1 /5  - t — / s

x*-----2'f 2 T *A~  2
5,8, Ecuaciones algebraicas racionales. La ecuación que 

tiene la forma
P(*)
<?(*) = 0, (21)

donde P (a) y Q (x) son polinomios, se llama ecuación alge
braica racional. A continuación, para mayor precisión, vamos 
a suponer que P (x) es un polinomio do m-csimo grado, y 
Q (x), un polinomio de /z-csimo grado.

Un conjunto de valores admisibles de la ecuación alge
braica racional (21) está dado por la condición Q(x) #  0, es 
decir, x ^  c1% x c4, . . x ^  cn, donde c1% c4, . . cn 
son las raíces del polinomio Q (x).

El método de solución de la ecuación (21) consiste en lo 
siguiente. Resolvemos la ecuación

P (x) -  0,
cuyas raíces designamos a través de

X | ,  X«>, X 3 , . . x m>

Comparamos los conjuntos de raíces de los polinomios P (x) 
y Q (x). Si ninguna raíz del polinomio P (x) es raiz del po
linomio Q ( j ), entonces todas las raíces del polinomio P (x) 
son raíces de la ecuación (21).  ̂Si cualquier raíz del polino
mio P (x) es raíz del polinomio Q (x), entonces es necesario 
comparar sus multiplicidades: si la multiplicidad de una raíz 
del polinomio P (x) es mayor que la multiplicidad de una 
raíz del polinomio Q (x), entonces esta raiz es la raíz de la 
ecuación (21) con la multiplicidad, igual a la diferencia de 
multiplicidades de las raíces del dividendo y del divisor;
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en caso contrario la raíz del polinomio P {a) no es raíz do 
la ecuación racional (21).

Ejemplo. Hallamos las raíces reales de la ecuación

donde P (re) =  x4 — 1, Q (a;) =  x — 1.
El polinomio P {x) tiene dos raíces reales (las dos son 

simples):
Xi =  1, Xi =  —1. r

El polinomio Q (x) tiene una raíz simple, c — 1. Por 
consiguiente, la ecuación tiene una raíz real x =  —1.
„ Resolviendo la misma ecuación en el conjunto de núme-p  /^\

ros compiojos, obtendremos, que la ecuación =  0 tiene,
además de la raíz real indicada, dos raíces conjugadas com
plejamente:

Xg — íy Í3 ^  ‘ ^
5.9. Ecuaciones irracionales. La ecuación que contiene 

una incógnita (o bien una expresión racional algebraica de 
la incógnita) bajo el signo del radical se llama ecuación 
irracional. En las matemáticas elementales las soluciones de 
las ecuaciones irracionales se buscan en el conjunto de los 
números reales.

Cualquier ecuación irracional mediante las operaciones 
algebraicas (de multiplicación, división, elevación a una 
potencia entera de los dos miembros de la ecuación) puede 
ser reducida a una ecuación algebraica racional. Al mismo 
tiempo es necesario tener en cuenta que la ecuación algebrai
ca racional obtenida puede resultar ser no equivalente a la 
ecuación irracional inicial, es decir, puede contener raíces 
«sobrantes», las cuales no son raíces de la ecuación irracional 
inicial. Por eso, hallando las raíces de la ecuación algebraica 
racional obtenida, es necesario verificar, si todas las raíces 
de la ecuación racional son raíces de la ecuación irracional.

En forma general es muy difícil indicar algún método 
universal de solución de cualquiera ecuación irracional, 
puesto que es deseable que como resultado de las transforma
ciones de la ecuación irracional inicial se obtenga no sólo 
cierta ecuación algebraica racional, entre las raíces de la
1 1 -0 1 4 7 7
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cual se encuentren también las raíces de la ecuación irracio
nal dada, sino una ecuación algebraica racional formada de 
polinomios del menor grado posible. El deseo de obtener 
una ecuación algebraica racional, formada de polinomios del 
menor grado posible es muy natural, puesto que la obtención 
de todas las raíces de la ecuación algebraica racional puede 
resultar ser por sí misma un problema bastante difícil, cuya 
resolución es posible sólo en un número limitado de casos. 
Citamos aquí algunos métodos estándar que se usan con mayor 
frecuencia para resolver las ecuaciones algebraicas irra
cionales.

1) Uno de los procedimientos más simples para resolver 
las ecuaciones irracionales es el método de liberación de 
radicales medíante la elevación sucesiva de ambos miembros 
de la ecuación a la potencia natural respectiva. En este caso 
es necesario tener en cuenta que cuando se elevan ambos 
miembros do la ecuación a una potencia impar, se obtiene 
una ecuación equivalente a la inicial, y cuando se elevan 
ambos miembros de la ecuación a una potencia par, se obtie
ne una ecuación que, generalmente, no es equivalente a la 
ecuación inicial. Es fácil convencerse de esto elevando am
bos miembros de la ecuación

/  <*) -  8 (*)
a cualquier potencia par. De resultas de esta operación se 
obtiene la ecuación

cuyo conjunto de soluciones representa la unión de los con
juntos do soluciones de dos ecuaciones:

/  (*) — g (x) y /  (*) =  —g (x).
Sin embargo, a pesar de este defecto, precisamente el proce
so de elevación de ambos miembros de la ecuación a cierta 
potencia (muy a menudo, par) es el proceso más divulgado 
de reducción de una ecuación irracional a una ecuación ra
cional.

Ejemplo 1. Resolver la ecuación

+  - * ( * ) ,  (22)
donde P (x), Q (x), fí (x) son ciertos polinomios.

En vigor de la definición de la operación de extracción
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de la raíz en el conjunto de números reales, los valores admi
sibles de la incógnita x se definen por las condiciones

P {*) >  0, Q (j) >  0.

Elevando ambos miembros de la ecuación (22) al cuadra
do, obtenemos la ecuación

2 Y  P(x) <?(*) =  fl* (*) -  P ( X )  -  Q (*).
Luego de una reiterada elevación al cuadrado la ecuación 

se convierte en la ecuación algebraica
4P(x)Q (x) -  1 R * (x )~ P  (z) -  Q (*)]■. (23)

Puesto que ambos miembros de la ecuación (22) fueron 
elevados al cuadrado, puede resultar que no todas las raíces 
de la ecuación (23) sean resoluciones de la ecuación inicial, 
y que sea necesaria la verificación de las raíces.

2) Otro procedimiento de resolución de las ecuaciones 
irracionales es el método de introducción de nuevas incógni
tas, respecto a las cuales se obtiene o una ecuación irracional 
más simple o una ecuación racional.

Ejemplo 2. Resolver la ecuación irracional

El conjunto de valores admisibles de esta ecuación es: 

oo; 1) (J (1; 3) U<3; +  co).
3 /STTiPoniendo J/ -  =  y, después de la sustitución obtene

mos la ecuación
( 3 - * ) ¡ M - ~  =  2 

o la ecuación equivalente
(3 — x) y2 — 2y +  x — 1 «  0,

la cual puede considerarse como ecuación cuadrática respecto 
a y. Resolviendo esta ecuación, obtenemos

A 2 -------fVi— Vt — j r ; .
II*
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Por consiguiente, el conjunto de soluciones de una ecuación 
irracional inicial représenla una unión de conjuntos de so
luciones de Jas dos ecuaciones siguientes:

.i ,
V 3 —x 

x — 1=  i, í /  1
y  x—i ~~ 3—x '

Elevando ambos miembros de cada una de estas ecuacio
nes al cubo, obtenemos dos ecuaciones algebraicas racionales:

3 — *  a 3 — x _  ( x — 1 \ 3  
x~-1 1? j - r " b - w  •

Resolviendo estas ecuaciones, hallamos que la ecuación 
irracional dada tiene una sola raíz x =  2.

Concluyendo podemos anotar que para resolver las ecua
ciones irracionales no lince falla comenzar a resolver la ecua
ción con la elevación de ambos miembros de las ecuacionos 
a una potencia natural, tratando de reducir Ja solución de 
la ecuación irracional a ia solución de la ecuación algebraica 
racional. Primeramente es necesario ver, si es posible efectuar 
alguna transformación idéntica de la ecuación, la cual puede 
sustancialmente simplificar su solución.

Ejemplo 3. Resolver la ecuación
4 ___________  4   4 _

a y H - *  +  - ~ y Pl  +  * =  V‘*. (24)

151 conjunto de los valores admisibles de la ecuación dada es: 
i  6 (0; +  oo). Efectuemos las transformaciones siguientes 
de la ecuación dada:

a Y l - \ - x  +  - ^ Y l  -j- x = Y  X  <=> a Y 1 H-* ( l  + “ ) —

=  Y x  <=>fl y  1 + 4  ( i + 4 ) - i .

Luego, escribiendo la ecuación en la forma 

obtenemos:
para a —• 0, la ecuación no tiene soluciones;
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para a ■=£ 0, la ecuación puede ser escrita en la forma

Para a <  0 la ecuación dada no tiene soluciones, puesto 
que para cualquier x que pertenece al conjunto de valores 
admisibles do la ecuación, la expresión que se encuentra en 
el primer miembro de la ecuación es positiva.

Para a >  0 la ecuación tiene la solución

^ 1/a4 —1
Teniendo en cuenta que el conjunto de soluciones admisi

bles de la ecuación se define por la condición x >  0, obtene
mos definitivamente:

Para 0 <  a <  1 la solución de la ecuación irracional 
(24) será

7 = T '
Para todos los demás valores a la ecuación no tiene solu

ciones, es decir, el conjunto de sus soluciones es un con
junto vacío.

5.10. Ecuaciones que contienen una incógnita bajo el 
signo del valor absoluto. Las ecuaciones que contienen una 
incógnita bajo el signo del valor absoluto pueden reducirse 
a las ecuaciones que no contienen el signo del valor absolu
to, utilizando la definición del módulo. Así, por ejemplo, 
la solución de la ecuación

**“ 5 I * — f | — r “ °  <»>
se reduce a la solución de dos ecuaciones con condiciones 
adicionales.

1) Si x — ^  0, entonces la ecuación (25) se reduce a
la forma

x2 — 5x +  6 =  0. (26)
Las soluciones de esta ecuación son: Zj =  2, z 4 =  3. La 

condición x — 0 se satisface por la segunda raíz de la
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ecuación cuadrática (2(i), y el número 3 es la raíz (lo Ja ecua
ción (25).

2) Si x —y  <  0, entonces la ecuación (25) se reduce a 
la forma

x2 -|- 5x — 49 =  0.

Las raíces de esta ocuación son los números x1 - 5 +  /lOI

y * 2
— 5— /101 jLa primera raíz xx -5+ V m

2
no sa

tisface la condición x — y  <C 0 y por eso no es la solución de
la ecuación dada (25).

De esta manera, las soluciones de la ecuación (25) serán
, ,  o  — 5-VTÓÍios números i  y ------- -̂----- ♦

Observemos, que los coeficientes de la ecuación que con
tiene una incógnita bajo el signo del valor absoluto pueden

------------ 1------------ 1--------------- —
0 3  x

Fig. 4.i.

ser elegidos de tal manera, que las soluciones de la ecuación 
serán todos los valores de la incógnita que pertenecen a cierto 
intervalo del eje numérico. Por ejemplo, resolvamos la 
ecuación

\x  | +  1 3 - x  1 -  3. '27)
Examinemos el eje numérico Ox y marquemos sobre él Jos 

puntos 0 y 3 (ceros de Jas funciones situados bajo el signo 
del valor absoluto). Estos puntos partirán el eje numérico 
en tros intervalos (fig. 4.4.):

— oo <  x <: 0, 0 ^  x < 3 ,  3 <  x <  +

1) Para x £ (— oo; 0) la ecuación (27) se reduce a la 
forma

3 — 2x =  3.
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En el intervalo (— oo; 0) la última ecuación no tiene 
soluciones. Análogamente, para x £ (3; -f- °°) ecuación 
(27) se reduce a la forma

2* -  3 =  3
y en el intervalo (3; +  oo) no tiene soluciones.

2) Para x f  [0; 3] la ecuación (27) se reduce a la forma
x -f- (3 — a;) =  3,

es decir, se convierte en identidad. Por consiguiente, cual
quier valor x g [0; 31 es la solución de la ecuación (27).

5.11. Solución de ecuaciones en el conjunto de números complejos*
Examinemos dos ejemplos de solución de ecuaciones en el conjunto 
de números complejos. Las dos ecuaciones se resuelven mediante la 
utilización de las propiedades más simples de los números complejos.

E jem p lo  1. Hallar los números complejos z que satisfacen la 
ecuación*)

z \ z \  +  a s  +  l  »  0, (28)
donde a es cierto número real positivo.

Según la definición cualquier número compie jo z se representa en 
la forma

z =  x  +  i y t (29)
donde x, y son números reales.

Según la definición del módulo de un número complejo
|*| _  /* >  +  j¡». (301

Sustituyendo en la ecuación (28) z  y U \  por sus expresiones a través 
de x c y, representadas por las fórmulas (29) y (110). obtenernos la 
siguiente expresión de la ecuación (28):

i  V x*+sf*+az+< (y (31)
De la definición de la igualdad de dos números complejos se 

desprende que la ecuación (31) es equivalente ai sistema de dos ecua
ciones

* V** +  y*+a* =  <>. ^

y V **+y2+ « y + i = n, 
cuyas soluciones ya se hallan en el conjunto de número9 reales.

*) Designemos aquí el valor Incógnito no por la letra x , sino
por la letra z, subrayando de esta manera que las soluciones do las 
ecuaciones se hallan en el conjunto de los'numeras complejos.
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No os difícil ver que el conjunto de soluciones de la primera ecua
ción del sistema (32) puede ser hallado como la unión de los conjuntos 
de las soluciones de dos ecuaciones:

* =  () y
La segunda de estas ecuaciones no tiene soluciones en vigor de la 

condición a >  0; por eso ahora se puede deducir que las soluciones do 
la ecuación inicial (28) son sólo números imaginarios puros.

Sustituyendo x =  0 en la segunda ecuación del sistema (32)/ 
obtenemos la ecuación para el número real y*):

y\y\ -f  ay +  1 =  0,
el conjunto de soluciones del cual se obtiene como la unión de los 
conjuntos de soluciones do dos sistemas:

y >  0, y <  0
(33) (34)

y2 +  ay *f 1 — 0; — y2 -r ay -¡- 1 ^  0.
Es fácil convencerse de que, teniendo en cuenta la condición 

a >  0, el sistema (83) no tiene soluciones, y el sistema (34) tiene 
una sola solución

------ 2------ ’
De este manera la solución de la ecuación (28) es un número ima

ginario puro
a— V̂ /i* -f-4 -  .

Ejemplo 2. Hallar los números complejos z que satisfacen la 
ecuación _

z — zn“l, (35)
donde z es un número complejo conjugado z, y n, un número natural.

Para dos números cualesquiera z y z, conjugados complejamente, 
tenemos

U\ =  W.
Teniendo en cuenta esta igualdad obtenemos, que de la ecuaaión (35) 
se desprende la ecuación

1*1 =  (36)
La ecuación (36) es una ecuación algebraica de (« — l)-ósimo 

grado respecto a la variable |z|. El conjunto de soluciones de esta 
ecuación satisface las condiciones:

4) para n =  1, |;¡ — 1;
2) para n ^  1, (n (j N) \z\ =  1 y |zj =  0.
*) Aquí |y| es la designación del valor absoluto del número 

real y.
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Examinemos el caso, cuando \z\ =  1. Multiplicando ambos 
miembros do la ecuación (35) por z, obtenemos la ecuación

=  1, (37)
la cual es equivalente a la ecuación (35), puesto que \z\ 0, por con
siguiente, también z =£ 0.

El conjunto de soluciones de la ecuación (37) se describe por las 
fórmulas

Zk — eos -2 nk -j- i sen -2ak (k  =  0, 1, 2, . . n — 1).

Así pues, definí ti vameute las soluciones de la ecuación (35) tienen 
la forma

1) z — eos 2 n k i sen (k 0, t , 2, . *., n — 1)

para cualquier n natura];
2) z as 0 para cualquier n 1.
5.12. Ecuaciones diofán ticas. La ecuación algebraica con una 

o varios incógnitas, cuyos coeficientes son todos números enteros y las 
soluciones se hallan en el conjunto de números enteros, se llama ecua
ción diofántica.

Tales ecuaciones o no tienen soluciones o tienen un número finito 
o infinito de soluciones.

La ecuación diofántica más simple es la ecuación lineal con dos 
incógnitas, x e y:

az +  by =  c, (38)
donde a, fe, c son números enteros y es necesario hallar las soluciones 
enteras de la ecuación.

La solución completa de esta ecuación puede ser hallada mediante 
la siguiente importante consecuencia'-del algoritmo do Euclidcs (véase 
p. 1.5 del capítulo 2):

Si el número d es el máximo común divisor de los números enteros a 
y fe, entonces existen tales números enteros k y l que d =  ka -|- ife. 
El algoritmo de Eudides permite calcular los números enteros k y i.

La ecuación diofántica lineal (38) no tendrá soluciones, si los 
números c y d son recíprocamente primos. Si el número c es múltiplo 
del número d (es decir, es representable en la forma c r= pdy donde 
p es un número entero, distinto de cero), entonces una de las soluciones 
de la ecuación (38) tendrá la forma

— Pkr V* == pl.
El conjunto de todas las soluciones de la ecuación diofántica (38) 

está dado por las fórmulas
* i nb 

x *  *• +  — y =  y*
na

~
donde « 6 Z ,
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§ 6. Ecuaciones trascendentes
La ecuación que no so reduce a la ecuación algebraica 

medíante las transformaciones algebraicas, se llama ecua
ción trascendente *).

Las ecuaciones trascendentes más simples son las trigo- 
nométreas, logarítmicas y exponenciales.

6.1. Ecuaciones exponenciales. Se llama ecuación expo~ 
nencial aquella en la cual la incógnita forma parte sólo de 
los exponentes de potencias para ciertas bases constantes.

Una de las ecuaciones exponenciales más simples, cuya 
solución se reduce a la de una ecuación algebraica, es la 
ecuación del tipo

afW =  ó, (1)
donde a y b son ciertos números positivos (a ^  1). La ecua~ 
ción exponencial (1) es equivalente a la ecuación algebraica

f (*) — logab.
En el caso más simple, cuando /  {#) =  x % la ecuación 

exponencial (1) tiene la solución
x =  logQó.

El conjunto de soluciones de la ecuación exponencial 
que tiene la forma

n  (a*) =  0, (2)
donde 7? es cierto polinomio, se halla de la manera siguiente.

Se introduce una variable nueva y =  ax y la ecuación 
(2) se resuelve como una ecuación algebraica respecto a la 
incógnita y. Después la solución de la ecuación inicial (2) 
se reduce a la solución de las ecuaciones exponenciales más 
simples que tienen la forma (1).

*) Por transformaciones algebraicas de la ecuación
F =  0

se entiende las transformaciones siguientes:
1) la adición a ambos miembros de la ecuación una misma expre

sión algebraica;
2) la multiplicación de ambos miembros de la ecuación por una 

misma expresión algebraica;
3) la elevación de ambos miembros de la ecuación a una potencia 

racional.
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Ejemplo i. Resolver la ecuación
9-8* -  18•4* -  2-2* +  4 =  0.

Escribiendo la ecuación en la forma
9 (2*)s -  18 (2*)* -  2-2x +  4 =  0

e introduciendo una variable nueva y =  2*, obtenemos la 
ecuación cúbica respecto a la variable y:

9ya -  18y* -  2y +  4 =  0.
Según los resultados del § 4, capitulo 2, es muy fácil 

convencerse que la ecuación cúbica dada tiene una sola raíz
T/*2

racional y¡ =  2 y  dos raíces irracionales yt =  e y, =«1
_  V2 

3 “
De esta manera, la solución de la ecuación inicial se re

duce a la solución de las ecuaciones exponenciales más sim
ples:

2* —2, 2x= - ~ ~ , 2* = —

La última de las ecuaciones enumeradas no tiene soluciones. 
El conjunto de soluciones de las ecuaciones primera y se
gunda es:

x =  i  y x =  log2- ^ p .

Algunas ecuaciones exponenciales más simples:
1) La ecuación que tiene la forma

a a 2x - | -  $ax +  y  —  0  

por sustitución ax =  y se reduce a la ecuación cuadrática 
«y2 +  +  Y =  0.

2) La ecuación que tiene la forma
aax +  P a~x +  y =  0 

por sustitución ax =  y se reduce a la ecuación cuadrática
a v2 +  yy +  P =  o*
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3) La ecuación del tipo
aa*x +  P (aó)* +  ybt¿x =  0

por sustitución =  y se reduce a la ecuación cuadrática

ay2 +  $y +  y — o.
6.2. Ecuaciones logarítmicas. La ecuación, en la cual 

la incógnita forma parte como argumento de la función 
logarítmica, se llama ecuación logarítmica.

La ecuación logarítmica más simple es la que tiene la 
forma

tos» /  (*) — *>, (3)
donde a es cierto numero positivo distinto de la unidad, b 
es cualquier número real. La ecuación logarítmica (3) es 
equivalente a la ecuación algebraica

/  (*> -  a \
El conjunto de soluciones de la ecuación logarítmica que 

tiene la forma R (loga x) =  0, donde R  es cierto polinomio 
do la incógnita indicada, se halla de la manera siguiente.

Se introduce una variable nueva log„ x =  y y la ecua
ción (3) se resuelve como una ecuación algebraica respecto a 
//. Después se resuelven las ecuaciones logarítmicas más 
simples que tienen la forma (3).

Ejemplo 1. Resolver la ecuación
Jog* X  +  )og2 X  —  2 =  0 (4)

Respecto a la incógnita log2 x =  y la ecuación dada es 
cuadrática:

y2 +  y — 2 = 0 .
Las raíces do esta ecuación son: z/3 =  1, y 2 =  —2. 
Resolviendo las ecuaciones logarítmicas

log2* =  i ,  log2x =  —2,
obtenemos las soluciones de la ecuación (A): xx =  2, =
=  1/4.

En ciertos casos, para reducir la solución de una ecua
ción logarítmica a la solución sucesiva de una ecuación alge
braica y do las ecuaciones logarítmicas más simples, es nece-
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sario efectuar previamente las transformaciones do logarit
mos convenientes que entran en la ecuación. Talos transfor
maciones pueden ser: la transformación de la suma de loga
ritmos de dos valores en el logaritmo del producto de estos 
valores, el paso de un logaritmo con una base a un logaritmo 
con otra base, etc.

Ejemplo 2. Resolver la ecuación
3 3

2 Y 2 logí.x -  V T Z g ^  -  6 0. (5)
Para reducir la solución de la ecuación dada a la solu

ción sucesiva de las ecuaciones algebraica y logarítmicas 
más simples, es necesario ante lodo reducir lodos los loga
ritmos a una base (aquí, por ejemplo, a la base 2). Para oslo 
utilicemos la fórmula

loga W logft -v
logfcfl ’

en vigor de la cual log16 x =  • Al sustituir

en la ecuación (5) el loglc£ por la magnitud igual a - ,  
obtenemos la ecuación

3 3
Y  loSí * —Y  log2 x — 6 =  0.

3 _______
Mediante la sustitución Y  1°&2 x =  H cs*a ecuación se redu
ce a la ecuación cuadrática respecto a la incógnita y:

y2 — y  — 6 =  0.
Las raíces de esta ecuación son: y* =  3, y.¿ —2. Resolve
mos las ecuaciones Y Iog2 x — 3 y Y  log« x =  —2:

3 _______
Y  log2x =  3 <=> log2 x — 27<=> x — 227,

3 _______
Y l°^3 x =  — 2 <=> log2 x — — 8 <=> x =  2~8.

Ejemplo 3. Resolver la ecuación
log3 (2x — 1) — log3 (z — 1) *  1.
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Transformando la diferencia de los logaritmos de dos mag
nitudes en el logaritmo del cociente de estas magnitudes:

log, ( 2 x - i ) -  log3 (x - 1) =  log3 ,

reducimos ia ecuación dada a la ecuación logarítmica más 
simple

log3 = 1 <=> - 2 ~ -  =  3 <?s> x -  2.03 z — i x — í

§ 7. Sistemas de ecuaciones. Sistemas de ecuaciones lineaíes
7.1. Definiciones fundamentales. El conjunto de valo

res de las incógnitas que convierten al mismo tiempo todas 
las ecuaciones del sistema en identidades se llama solución 
de cierto conjunto (sistema) do ecuaciones

Fl (^li ^n) ^  0, . ■ • , Fm {á’i, «Z*2, 4 * ~  0
con las incógnitas xly x2, . . ., xn. El sistema de ecuaciones 
se considera resuelto, si se hallan todas tales soluciones.

Si el sistema no tiene soluciones, entonces se dice que es 
incompatible.

A veces el sistema de ecuaciones se escribe uniéndolas 
entre llaves.

Dos sistemas de ecuaciones se consideran equivalentes, 
si tienen el mismo conjunto de soluciones. (Según la defini
ción dos sistemas incompatibles se consideran equivalentes).

Se dice, que el sistema de ecuaciones (S ) es equivalente a dos 
sistemas de ecuaciones (i?i) y (¿2), si el conjunto de solu
ciones del sistema (S) coincide con la unión de ios conjuntos 
de soluciones de los sistemas (¿j) y (S2).

Las propiedades de los sistemas de ecuaciones son:
1) Si cambiamos cualquier ecuación del sistema por una 

ecuación equivalente, obtenemos un sistema equivalente.
2) Si una de las ecuaciones del sistema (5) es equiva

lente a ciertas dos ecuaciones, entonces el sistema inicial (S ) 
es equivalente a dos sistemas (Sx) y {¿>2)> en cada uno de los 
cuales esta ecuación está sustituida por una do las ecuacio
nes del conjunto equivalente, y las demás quedan sin cam
biar.
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Por ejemplo, el sistema
*3 +  y* =  3 (x +  y),

+  y2 =  7,
en el cual la primera ecuación es equivalente a dos ecuacio
nes: x +  y  — 0 y x2 — zy  +  y2 — 3, es equivalente a dos 
sistemas:

x +  y — 0, x* — xy -f y2 =  3,
x2 +  y2 =  7; x1 +  y2 =  7.

7,2. Sistemas de ecuaciones lineales. El sistema que tie
ne la forma

a l l X l  +  a \ 2 X t  *T • • • ~1‘ a \ V X H — 
2̂1*̂ 1 ®22̂ 2 ^

a9lXy +  aAZX2 +  . . . +  &snxn — b9
se llama sistema a de ecuaciones lineales con n incógnitas 

x2? * * *i xn. Los valores 1̂2* • * m ®in? 2̂11 2̂2» • • * 
. . a2n, . . a9ll a92t . . ., a9n se llaman coeficientes del 
sistema lineal de ecuaciones dado. Los índices que tienen 
los coeficientes do! sistema lineal significan io siguiente: 
el primer índice indica ei número de la ecuación del sistema 
en la expresión (1), el segundo índice indica el número do 
la incógnita, con el cual se encuentra el coeficiente dado. 
Asi, por ejemplo, a25 es un coeficiente que so encuentra en 
la segunda ecuación del sistema (1) para Ja incógnita xTt.

Los valores 6lt b2l . . ., b9 se llaman términos indepen
dientes de la primera, segunda, . . s-ésima ecuación del 
sistema (1).

El sistema de ecuaciones (1) se llama homogéneo, si to
dos los números bi son iguales a cero (¿ =  1, 2, 3, . . s),
y no homogéneo, si por lo menos un b¡ es distinto de cero.

Un conjunto ordenado n de los números ¡cu kl% ft3, . . . 
. . kn se llama solución del sistema (1), si al sustituirlo en 
el sistema en lugar de las incógnitas x u x2l . . ,, xn todas 
las ecuaciones del sistema se convierten en identidades. 
El sistema de ecuaciones se llama compatible, si tiene por lo 
menos una solución, y se llama incompatible ̂ si no tiene 
ninguna solución.
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Un sistema compatible de ecuaciones lineales se llama 
determinado, si tiene una sola solución, es decir, si existe 
sólo una lista n de números k{, A\¿, . . ¿n, la cual convier
te todas las ecuaciones del sistema en identidades.

Un sistema compatible de ecuaciones lineales se llama 
indeterminado, si existen más soluciones que una*

El sistema de ecuaciones homogéneas siempre tiene una 
solución nula

=  X2 “  X3 =  . . .  — íTji =  0.
Si el sistema de ecuaciones homogéneas tiene una solu

ción distinta de cero k2, , . kn (es decir, por lo menos
uno de los números k¡ (i =  1, 2, . . n) es distinto de ce
ro), entonces tal sistema tiene conjunto innumerable de so
luciones del tipo lku lk.¿, . . lkn, donde l es un número 
cualquiera.

7*3* Método de eliminación sucesiva de incógnitas (mé
todo de Gauss). Uno de los métodos más divulgados de solu
ción de sistemas do ecuaciones algebraicas lineales es el 
método de eliminación vsuccsiva do incógnitas, método de 
Gauss. Este método se basa en ciertas transformaciones del 
sistema de ecuaciones lineales, de resultas de las cuales se 
obtiene el sistema, equivalente al sistema inicial. Efectue
mos estas transformaciones con un ejemplo del sistema de, 
tres ecuaciones lineales con tres incógnitas

-|- (i\2V -t" &i3z 
a<¿yx -(- a22y -f c¿23z — b2, (2)
a ai* f  <h2y +  a33z =  b3.

1) Si ambos miembros de cualquiera ecuación del siste
ma los multiplicarnos por un mismo número (que no es igual 
a cero), entonces el sistema obtenido es equivalente al ini
cial (es decir, ambos son incompatibles, o ambos son compa
tibles y los conjuntos de sus soluciones coinciden).

Por ejemplo, el sistema
anx +  a12y +  aVJz =  bv
ca2íx -f ca22y  +  ca23z ~  cb2 (c 0),

fin* +  a32y +  a33z =  b3
es equivalente ai sistema (2).
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2) Si ambos miembros de cualquier ecuación del sistema, 
multiplicados por cierto número distinto do coro, los sustrae
mos do los miembros respectivos de otra ecuación y compo
nemos un sistema, en el cual en vez de una ecuación de las 
citadas más arriba se encuentra una ecuación, obtenida como 
resultado de la sustracción, y las demás ecuaciones quedan 
sin cambiarse, entonces el sistema obtenido es igual a! ini
cial.

Por ejemplo, cada uno de los sistemas 
«n* +  ai2y +  alzz =  blt 

(an — can) x +  (n12 — ca22) y +  (ai3 — ca«2) z =  bY — cb2
“h «33̂  =  3̂»

(«11 — £«2l) X T («12 — ««22) y  4W {«13 £«03) 2 -
=  b¡ — cbZJ

« 2 1 *  T  « 221/ « 2 3 *  =  ^21

« 31*  -1- a ^ y  +  « 33z  =

para c ^ Q  será equivalente al sistema inicial (2) y ambos 
sistemas son equivalentes entre sí.

Observemos que, si después de efectuar estas transforma
ciones aparece en el sistema una ecuación, la cual tiene 
todos los coeficientes del miembro primero iguales a coro, y 
el miembro segundo (el término independíenlo) también es 
igual a cero, entonces es evidente que esta ecuación se con
vierte en identidad para cualesquiera valores do las incóg
nitas, y después de eliminar esta ecuación se obtiene un 
sistema de ecuaciones que es equivalente al sistema inicial. 
Si el término independiente de tal ecuación no es igual a cero, 
entonces esta ecuación no puede convertirse en identidad 
para ninguna lista do valores de las incógnitas, y por eso el 
sistema obtenido de ecuaciones, al igual que el sistema ini
cial equivalente, es incompatible.

Método de eliminación sucesiva de incógnitas. Sea dado un 
sistema iS de ecuaciones lineales con n incógnitas

«11*1 -f~ «12*2 "!" • • • “*" «lN*rt ^
«21*1  +  « 2 2 * 2  4 "  • • • 4 "  «2N*7l "  b 2 y

12—01477

« # 1 * 1  +  « # 3 * 2  +  • • • +  « # n * n  —  ¿ V

(3)
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Supongamos para mayor claridad que el coeficiente an 
no es igual a cero (aunque puede resultar ser igual a cero, y 
entonces es necesario comenzar el proceso descrito más abajo 
con otra ecuación del sistema, os decir, con la ecuación que 
tiene un coeficiente para la incógnita x1 distinto de cero). 
Transformemos el sistoma (3), eliminando la incógnita 
de todas las ecuaciones, menos de la primera. Para esto, 
multiplicamos ambos miembros de la primera ecuación por
el número — y los sustraemos de los respectivos miembros 
ríe la segunda ecuación, luego ambos miembros de la pri
mera ecuación, multiplicados por el número , los sustrae
mos {le los respectivos miembros de la tercera ecuación, etc.

Do resultas de las transformaciones indicadas llegamos 
ni sistema {le s ecuaciones lineales con n incógnitas

- 1- £¿12^2  d" a l n ^ n  ~  ^i»

a2¿̂ 2 +  * • * +  a{¿]x n ”  b^¿\

« 3 2 * 2  +  « 3 3 * 3  +  - - • +  « 3 » * n  =  6 3 ° .  ^

«rt**+  «is^s + . • • - ! - =  &í‘\
donde aj}1 y b\u son los nuevos coeficientes para las in
cógnitas y los nuevos términos independientes que se expre
san a través de los coeficientes y do los términos independien
tes del sistema inicial (3). El sistoma (4) es equivalente al 
sistema (3). Transformemos ahora el sistema (4). Para esto 
no vamos a tocar la primera ecuación y transformaremos 
sólo una parte del sistema (4) que se compone de todas las 
ecuaciones menos la primera. Además, vamos a considerar 
que entre estas ecuaciones no hay las que tienen todos los 
coeficientes do los primeros miembros iguales a cero; tales 
ecuaciones las eliminaríamos, si sus términos independientes 
fuesen iguales a cero (en caso contrario ya demostraríamos 
la incompatibilidad de nuestro sistema). Pues, entre los 
coeficientes a #  existen coeficientes distintos de cero; para 
mayor claridad admitamos que a{£  ^  0. Transformemos 
ahora el sistoma (4), sustrayendo de ambos miembros de la 
tercera y de cada una de las ecuaciones siguientes ambos 
miembros de la segunda ecuación, multiplicados respectiva-
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mente por los números
<&' «¿V a<A>
«a* ’ aü* ’ «a* *

De resultas de todas las ecuaciones, menos la primera y se
gunda ecuación, se elimina la incógnita y se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones, que es equivalente al siste
ma (4), y, por consiguiente, al sistema (3):

ailx t "i" * 1 2 * 2  ”1“ * 1 3 * 3  ~t~ • • • *in*» =
<*2*2*2 +  *2*3*3 +  • • • +  * 2 n * n —  ¿ 2  

* 3 3 * » - ! -  • • • +  4 « * n  =■

*<3**3  +  ■ • • +  * í n  * „  '=* ^<2>.

El sistema contiene ahora / ecuaciones, ademas í ^  puesto 
que ciertas ecuaciones resultaron ser, posiblemente, elimi
nadas. Más adelante transformaremos sólo una parto del 
sistema obtenido, la cual contiene todas las ecuaciones, me
nos las dos primeras.

Como consecuencia de este proceso de eliminación sucesi
va do las incógnitas puede resultar que

1) si se obtiene tal sistema, una de cuyas ecuaciones tie
ne un término independiente distinto de cero y todos los 
coeficientes del primer miembro son iguales a cero, entonces 
el sistema inicial es incompatible;

2) o se obtiene el siguiente sistema compatible de ecua
ciones que es equivalente al sistema (3):

anx i +  anxz +  al3X3 4* • - • +  nxn ~  bj,
a22^s+ a23*3 +  - - • -\ a2nx n =

«33^3 +  v - ■ +  <*3»*» =  b™ , (5)

&kk  i • * • i <*in x n  —

Aquí «u 0, a'l* ^  0, #  0, . . . .  a**'0 =¡£ 0, y el indi-
ce superior que se encuentra entre paréntesis, indica el nú
mero de transformación, con el cual se obtienen los coefi
cientes para las incógnitas y los términos independientes.
12*



Podemos anotar también que k ^  s y, evidentemente, 
k ^  n.

Este sistema os determinado para k =  n (oí número do 
ecuaciones es igual al número de incógnitas) y es indetermi
nado para k <  n (el número de ecuaciones es menor que el 
número de incógnitas). En realidad, para k n el siste
ma (5) tiene la forma
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aiix i +  aiZx2 +  a13x3 4- . . .  +  a inx n

a?í’* > + . . . + « & „ - ¡ > S 2', (0)

<11 ~n w«-ndnn =  bn
De la última ecuación se obtiene un valor bastante determi
nado para la incógnita xn> Sustituyéndolo en la penúltima 
ecuación, hallamos el único valor para la incógnita xn-1. 
Continuando más adelante hallamos que el sistema (6), y 
por lo tanto también el sistema (3), tienen una sola solución, 
es decir, son compatibles y determinados (en este caso tam
bién se dice que ol sistema (3) so reduce a la forma triangular).

Si k <  n, entonces para las incógnitas «independientes» 
xk + l , . . ,, x„ tomamos los valoras numéricos arbitrarios, 
después de lo cual, moviéndonos por el sistema (5) de abajo 
hacía arriba, hallamos para las incógnitas ar̂ , . . .
. . j 21 los valores bastante determinados. Puesto que
los valores de las incógnitas independientes se pueden ele
gir mediante un número infinito de procedimientos distin
tos, entonces el sistema (5), y por consiguiente, el sistema (3) 
son compatibles, pero no indeterminados. (En este caso se 
dice que el sistema se reduce a la forma trapezoidal).

Así pues, el método de Gauss es aplicable a cualquier 
sistema de ecuaciones lineales. Al mismo tiempo el sistema 
es incompatible, si en el proceso de transformaciones se 
obtiene una ecuación, en la cual los coeficientes para todas 
las incógnitas son iguales a cero, y el término independiente 
es distinto de cero; si nu se encucnLra tal ecuación, entonces 
el sistema es compatible. El sistema compatible de ecua
ciones es determinado, si se reduce a la forma triangular
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(6), y es indeterminado, si se reduce a la forma trapezoidal 
(5) para k <  n.

Ejemplo. Examínese, para qué valores de los parámetros 
a y p el sistema de tres ecuaciones lineales con tres incóg
nitas

x +  y +  z =  0,
x — y +  2z =  l, (7)

2x +  4y +  az — p

a) tiene una sola solución (y hallar esta solución), b) es 
incompatible y c) es indeterminado.

Examinemos el sistema (7) mediante el método de Gauas. 
Multipliquemos ambos miembros de la segunda ecuación 
del sistema por (—1) y ambos miembros de la tercera ecuación 
del sistema por (—1) y ambos miembros do la tercera 
ecuación por (—-V2). Escribimos el sistema que es equiva
lente al sistema (7):

* +  y +  z =  0,
— x + 1/ — 22 =  - 1  (8)

— x — 2y — - |- z  =  ——.

Adicionamos la primera ecuación del sistema (8) con la 
segunda, y la tercera con la primera; las ecuaciones, obteni
das como resultado de la adición, las tomemos en calidad de 
segunda y de tercera ecuación del nuevo sistema que es equi
valente al sistema (8):

x +  y +  z — 0,
2 y — z = — i ,  (9)

- » + ( * — r ) * - ~ i -

Ahora, multiplicamos ambos miembros de la tercera ecua
ción por 2 y con ello igualamos los coeficientes para la in
cógnita y en la segunda y tercera ecuaciones del sistema. 
Adicionamos la segunda ecuación con la tercera ecuación 
transformada y tomamos la ecuación obtenida como torcera 
ecuación del sistema. De resultas el sistema (9) obtiene la
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forma
x +  y  +  z — 0,

2 y ’- z — —1,
(1 -  a) 2 =  - ( 1  +  P).

(10)

En dependoncia de los valores de los parámetros a, p 
son posibles los casos siguientes:

1) Para a # l  y cualquier P el sistema tieno una sola 
solución

a —3p-4  
2(a —1)

- « + P + ;
2 (a—1),

P + l
a —í

2) Para <z =  1 y P #  —1 el primer miembro de la ter
cera ecuación del sistema (10) se anula y el segundo miembro 
es distinto de cero. Por consiguiente, para estos valores de 
dos parámetros a y p el sistema resulta ser incompatible.

3) Para a — 1 y p =  —1 el sistema (10) adquiere la 
forma «trapezoidal». Para estos valores de los parámetros a 
y P el sistema es compatible e indeterminado. Tiene la forma

x +  y +  z <=» 0,
2y — z — —1.

Suponiendo z — c, donde c es un número cualquiera, obtene
mos un conjunto de soluciones

» y oX  =£ ■ z — c.

El método de Gauss de soloción de sistemas de ecuacio
nes lineales con coeficientes numéricos, en vigor do su simpli
cidad y de un mismo tipo de operaciones a cumplir, es apli
cable para el cálculo en las computadoras electrónicas. Un 
defecto esencial de este método es la imposibilidad de formu
lar las condiciones de compatibilidad y de determinación del 
sistema en dependencia de los valores de los coeficientes y 
de los términos independientes. Por otra parte, incluso en el 
caso de un sistema determinado este método no permite ha
llar las fórmulas generales, que expresan la solución dol sis
tema a través de sus coeficientes y do los términos indepen
dientes, los cuales es necesario tener para las investigaciones 
teóricas, En el curso de matemáticas superiores se dan otros
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métodos de solución de sistemas do ecuaciones lineales, los 
cuales no tienen los defectos indicados. Estos métodos so 
basan en la teoría de matrices y determinantes.

7.4. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos Incógnitas. 
Formulemos las condiciones de compatibilidad y determinación del 
sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas

«ii* H“ <*\%y —
«ti* +  «»*y =  &ti

(11)

además, en cada una de las ecuaciones del sistema por lo menos uno 
de los coeficientes es distinto de cero.

Designemos a través de A, A*, Ay los determinantes
A I «ii «i*lA= |—«n«2l —I «ai «ta í

A*

A*

t>i «ia
a**

«n ój
«21 l>2

btan  — ¿s«i*>

«11̂ 2— t̂«2i-

Si los coeficientes del sistema (11) son tales que A 0, entonces 
el sistema es compatible y determinado. Las soluciones del sistema son

Sea que ahora los coeficientes del sistema (11) son tales que A — 0, 
entonces:

1) si A? gtO ó Ay 0 ó bien Ax #  0, y 0, entonces el
sistema (11) es incompatible;

2) sí Ax Af =  0, entonces el sistema (11) es compatible o inde
terminado.

7.5. Interpretación geométrica de las soluciones de los 
sistemas de ecuaciones lineales* Sea darlo un sistema do dos 
ecuaciones algebraicas lineales con dos incógnitas

«u* +  alty =
«*n* +  «tíy =  bir (12)

además, en cada una de las ecuaciones del sistema por lo 
menos uno de los coeficientes de las incógnitas es distinto 
de cero.

Cada una de las ecuaciones del sistema (12) representa 
una correspondencia lineal entre las variables x e y. Cual-
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Fig. 4.4.



Sistemas de ecuaciones lineales 185

quier correspondencia lineal entre las variables x e y de
termina en el sistema de coordenadas rectangulares cierta 
recta. En el caso, cuando el sistema tiene una sola solución» 
las rectas definidas por la primera y segunda ecuaciones se 
intersecan (fig. 4.2). Si el sistema tiene un conjunto infi
nito de soluciones las rectas coinciden (fig. 4.3); si el siste
ma es incompatible, las rectas son paralelas (fig. 4.4).

Sea dado un sistema de tres ecuaciones lineales con tres 
incógnitas

<i\\X -j- dxzV “i" =  b\ j
azlx +  aZ2y +  a2¿z =  ó2, (13)
aaix +  a^2y +  a3¿z “  b3>

al mismo tiempo, en cada Donación del sistema por lo menos 
uno do los coeficientes de las incógnitas es distinto de cero. 
La ecuación lineal con tres variables determina el plano 
en el espacio y, respectivamente, las tres ecuaciones del 
sistema (13), es decir, tres planos. Son posibles los casos 
siguientes de la posición reciproca de estos tres planos au 
a2, «3» dados por la primera, segunda y tercera ecuaciones, 
respectivamente:

A. Todos los tres planos son distintos.
1) Los tres planos se intersecan en un punto (fig. 4.5). 

El sistema tiene una sola solución.
2) Dos planos au a2 se intersecan por la recta /, para

lela al tercer plano aa (fig. 4.0). El sistema no tiene solu
ciones.

3) Dos planos se intersecan por la recta que pertenece al 
tercer plano (fig. 4.7). El sistema tiene un conjunto infi
nito de soluciones.

4) Los tres planos son paralelos (fig. 4.8). EL sistema no 
tiene soluciones.

B. Dos planos coinciden y el tercer plano es distinto de 
ellos.

1) Los planos a1 y a2 que coinciden se intersecan con el 
tercer plano an (fig. 4.9). El sistema tiene un conjunto infi
nito de soluciones.

2) Los planos que coinciden «, y a 2 son paralelos al 
torcer plano a3 (fig. 4.10). El sistema no tiene soluciones.

C. Los tres píanos coinciden (fig. 4.11). El sistema tiene 
un conjunto infinito de soluciones.

§ 7.



186 Algebra Cap. A .

<*/

Fig. 4.7.

II ,J

Fig. 4.9.

l*ig. 4.11.
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§ 8. Sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales
Para los sislomas do ecuaciones algebraicas no lineales, 

a diferencia de los sistemas de ecuaciones lineales, no 
existe ningún método de solución universal que sea práctica
mente cómodo y, por eso, para resolver cada sistema concreto 
de las ecuaciones no lineales es necesario utilizar procedi
mientos especiales do solución, basados en la utilización de 
las singularidades de las ecuaciones algebraicas, que consti
tuyen el sistema dado.

Examinemos en ejemplos concretos dos procedimientos 
de solución de los sistemas de ecuaciones algebraicas no li
neales.

Ejemplo 1. Resolver el sistema de ecuaciones
a2 — 5 xy +  4y* — 0, (t)

x* — 15y2 — x -f- l ly  =  —4.
Observando, que el polinomio de dos variables x e y 

que se encuentra en el primer miembro de la primera ecua
ción de) sistema (1) es homogéneo, el sistema (1) puede redu
cirse a dos sistemas siguientes que son equivalentes al 
sistema (1):

5xy +  4¡/2 =  0, í-^ )2 —5 ( v ) + 4 =  0,
* = 0 , (2) K¿t)
z 2 — í5y2 — z -\-11 — 4; +  i í y  — —4.

Hallamos las soluciones del sistema (2). Sustituyendo el 
valor y — 0 en la primera y.tercera ecuaciones del sistema 
(2), obtenemos un sistema de dos ecuaciones para hallar el 
valor de una incógnita x:

x =  0, x2 — x =  —4.
No existo un número x que satisfaga ambas ecuaciones del 
sistema, es decir, el sistema (2) es incompatible. Pasamos 
a la solución del sistema {2'). Resolvemos la primera ecua
ción del sistema (2') como xina ocuación cuadrática respecto
a Ja variable u =  ~ . La ecuación 

y

u* — 5w +  4 =  0
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tiene las raíces «4 =  4, u2 — 1, es decir, — — 4, — — 1.
y  y

De esta manera, el sistema (2y) es equivalente a dos sis
temas:

x =  4 y,
x* - 1 5 y2 - x  +  í i y  - 4 .  (3)

x =  y>
x 2 -  15»* -  x +  11» =  —4 . (3 ')

Sustituyendo las expresiones x a través de y en las se
gundas ecuaciones de los sistemas obtenemos las respectivas 
ecuaciones para la obtención de y:

y2 -í- 7y H- 4 =  0, —14//- +  10» 4 -4  =  0.
Las soluciones de la primera ecuación son:

y i
-7-1- / a  3

*> i Vz =
— 7“  /3 3  

2

Las soluciones de la segunda ecuación son:
1/3 =  1, Vk =  “ 2/7.

Los sistemas (3) y (3') tienen, respectivamente, las solu
ciones siguientes:

*, -  2 / 3 5  - 1 4 ,  x2 =  -  2 / 3 3  - 1 4 ,
3̂ 1, 4̂ — 2/7,

j / i ü -  7 — 1/33—7 , 2
»i — v » »2 2 T 1̂ 3— 7 >

las cuales son las soluciones del sistema (1).
Sistemas simétricos de ecuaciones. Un sistema de ecuaciones con dos 

incógnitas x e // so llama simétricot si el mismo no se cambia con la 
sustitución de la incógnita x por la incógnita y f y de la incógnita y 
por la incógnita x.

Muy a menudo la solución de tales sistemas puede ser hallada 
medíante la introducción de nuevas variables, es decir, de polinomios 
sim étricos  elementales Gt y <Tt :

aL = x +  y, o2 ^  xy.
Ejemplo 2. Hallar las soluciones del sistema 

x* +  xy +  y2 — 4, 
x +  xy +  y =  2.

(4)
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tiene las raíces k, =  4, «2 =  1, es decir, — — 4, — =  1.y y
De esta manera, el sistema (2') es equivalente a dos sis

temas:
x *= 4y,

j" — 15y 1 — x +  11 y =  —4. (3)
x = y,

x' — 1 5 /  — x +  i i y  =  —4. (3')
Sustituyendo las expresiones x a través de y en las se

cundas ecuaciones de los sistemas obtenemos las respectivas 
ecuaciones para la obtención de y:

y'1 -!- 7y -í- 4 — 0, —1 4 / +  lOp -f- 4 =  0.
Las soluciones de la primera ecuación son:

i/i
— 7 +  V-M .. - 7 -  / 3 3

2 ’ -------- 2-------
Las soluciones de la segunda ecuación son:

U 3 =  1. Vk =  —2/7.
Los sistemas (3) y (o') tienen, respectivamente, las solu
ciones siguientes:

•Vi

x, - 2  /  33— 11, xz —
1, X,k =  -

V"~i-7 .. -  /3 3  —7
Z ’ í/a 2

- 2 / 3 3 - 1 4 ,
2/7,

,  2 
V3 =  4. J / i= ----7 >

las cuales soii las soluciones del sistema (1).
Sistema* simétricos de ecuaciones. Un sistema de ecuaciones con dos 

incógnitas x e y se llama simétrico, si el mismo no se cambia con la 
sustitución de la incógnita x por la incógnita y, y de la incógnita y  
por la incógnita x.

Muy a menudo la solución de tales sistemas puede ser hallada 
mediante la introducción do nuevas variables, es decir, de polinomios 
simétricos elementales (Tt y oa:

Oí -- x +  j/, <J4 =  xy.
Jijan¡*li> 2, Hallar las soluciones del sistema 

. i2 - | xy +  y* x= 4 , 
x  +  xy  +  y 2. W
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Introduzcamos nuevas variables, lo s  p o lin o m io s  simétricos ele
mentales

Oj =-. x +  y, aa = xy.
Respecto a las variables <rl y aa el sislema (4) se escribe en la forma

CTÍ-CT^,
»! +  <*«-2. (•">)

De la segunda ecuación del sislema obleñemos
=  2 — av  (fi)

Sustituyendo en la primera ecuación del sistema (5) o2 por la 
expresión 2 — <Jlf obtenemos la ecuación cuadrática

aj-í-or1 — 6 — 0 con las raíces 2, — 3.
Sustituyendo los valores hallados ô  en la relación ((i), obtenemos 

los valores oz. De esta manera, el conjunto de soluciones del sisle
ma (5) tiene la forma

oL =  2, a2 ^ 0; ol =  —3, a2 5.
Ahora el conjunto de soluciones del sistema inicial (4) puede sor 

obtenido como la unión de los conjuntos de soluciones do dos sistemas 
más simples:

x +  y a» 2 , x y =  — 3 , 

xy =  0; xy ~  5 .

Ejemplo 3 . R e s o lv e r  e l  s is te m a  de ecu a c io n es  

* -|- y =  5,
** +  275,

La sustitución de or, =  x  -f- y, oa — xy reduce el sistema dado 
de ecuaciones a la forma

a i  =  5 ,

a f—5a '\at -p 5o |aj — 2 75«
Sustituyendo el valor al =  5 en la segunda ecuación, obtenemos una 
ecuación para o2:

a?¿ — 25u* +  1 1 4 ^ .
Las rafees de esta ecuación serán

a2 =  (>, a2 t= Id.
De esta manera, el conjunto de soluciones del sistema inicial se halla 
como una unión de conjuntos de soluciones de dos sistemas más 
simples:

Í  T  y =  5 ,

xy =  6;

x +  y =o 5 ,  

xy =  lí) .
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En el p. 7.3 fueron examinados Jos sistemas do ecuaciones 
algebraicas lineales, en las cuales el número de ecuaciones 
era menor que el número de incógnitas. En este caso resultó 
ser que unas iucógnitas se expresaban a través de otras («in
dependientes») incógnitas, es decir, el sistema tenia un con
junto infinito de soluciones. De otra manera sucede en el 
caso de solución de sistemas de ecuaciones algebraicas no li
neales, en las cuales el número de incógnitas es mayor que 
el número de ecuaciones. Puede resultar que tal sistema tiene 
tanto un número infinito, como finito de soluciones o no 
tiene, incluso, las mismas. Ahora examinemos como ejem
plo un sistema de dos ecuaciones algebraicas con tres incóg
nitas, el cual tiene una sola solución (es decir, el conjunto 
de soluciones representa la única terna ordenada de números 
que convierte a ambas ecuaciones en identidad).

Ejemplo 4. Hallar las soluciones reales del sistema
i  +  ¡/ =  2

xy — z2 — 1.
Después de sustituir en la segunda ecuación y 2 — x 

la solución del sistema so reduce a la solución de la ecuación
(x ~  1)* +  z2 =  0, 

la cual es equivalente al sistema
X  — 1 — 0, z =  0.

Esto sistema tiene una sola solución, por eso también el 
sistema (7) de dos ecuaciones con tres incógnitas tiene sólo 
una solución (1; 1; 0).

§ 9. Desigualdades
9.1. Definiciones y propiedades principales de las desi

gualdades* Las expresiones que tienen la forma
a C  b (a b), a >  b ó),

donde a y b pueden ser números o funciones, se llaman desi
gualdades. Los símbolos <  (^ ), >  C>) se llaman signos de 
desigualdad y se leen respectivamente: menor (menor o 
igual), mayor (mayor o igual).
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Las desigual dados que «so escriben mediante tos signos 
Z> y <T, se llaman estrictas, y las desigualdades cuyas expre
siones contienen los signos >  y ^  se llaman no estrictas.

La desigualdad no estricta es equi valen te a la desigual
dad estricta del mismo signo y a la igualdad.

So distingue dos tipos do desigualdades: las aritméticas 
(o numéricas), cuya expresión contieno sólo números, y no 
aritméticas, cuya expresión contiene, junto con los números, 
funciones de una o do varias variables.

Por ejemplo, las desigualdades numéricas son
2 > 1 ,  / 2 < 7 .

Las desigualdades no aritméticas, por ejemplo, son las desi
gualdades

a <  1, tg* x +  tg .r >  0, x2 | y2 >  /í2, . . „
Las funciones quo entran en las desigualdades pueden ad

mitir distintos valores numéricos en dependencia de los dis
tintos valores de sus argumentos. Para unos valores de los 
argumentos la desigualdad puede convertirse en desigualdad 
estricta, para otros valores, no.

Las propiedades principales de las desigualdades*) son:
1) Si a >  b, entonces b <  a; _¡moIPía\
si a <  b, entonces b >  a
2) Si a >  h y b >  c, entonces a >  c; 

si a < 6  y b <  c, entonces a <  c
Operaciones aritméticas con las desigualdades,
1) Dos desigualdades de un mismo signo pueden sumarse; 

on este caso como resultado de la adición se obtiene una de
sigualdad del mismo signo:

si a >  b y c >  d, entonces a -|- c >  b +  d\ 
si a <C i) y c <  d, entonces a +  c <  b +  d.
2) Si ambos miembros de la desigualdad so multiplican 

(se dividen) por un mismo valor positivo, entonces so obtie
ne una desigualdad del mismo signo; si ambos miembros de 
la desigualdad se multiplican (se dividen) por un valor

*) Todo lo dicho mas abajo para ios casos do las desigualdades 
estrictas es válido también para las desigualdades uo estrictas.
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negativo, entonces se obtiene una desigualdad de signo 
opuesto:

si a >  b y c >  0, entonces ac >  bc\
si a <  b y c >  0, entonces ac <C bc\
si a >  b y c <  0, entonces ac <  6c;
si a <  6 y c <  0, entonces ac >  be.
3) Como consecuencia de las reglas de adición de las de

sigualdades y de multiplicación de ambos miembros de las 
desigualdades por un mismo valor, se obtiene la regla do 
sustracción de las desigualdades de distinto signo:

De una desigualdad se puede miembro a miembro (del 
primer miembro sustraer el primero, y del segundo miembro 
sustraer el segundo) sustraer otra desigualdad do signo opues
to. De resultas se obtiene una desigualdad que tiene el 
signo de la primera desigualdad:

si a <  b y c >  dy entonces a — c <  b — d\
si a >  b y c <  d , entonces a — c >  b — d.
4) Si al primero y segundo miembros de la desigualdad 

agregamos el mismo valor, entonces de resultas se obtiene 
una desigualdad del mismo signo:

si a >  6, entonces a +  c >  b +  c.
9*2, Algunas desigualdades importantes.
I) Para cualesquiera números reales a y b se cumple la 

desigualdad
¡a + b \ ^ \ a \  + \ b \ ,

es decir, el valor absoluto de la suma de dos números reales 
no supera la suma de valores absolutos de estos números.

Mediante el método de inducción matemática se puede 
demostrar que para cualquier número finito de sumandos 
a i es válida la desigualdad

7í TI

además, la igualdad se obtiene si todos los sumandos son 
números del mismo signo.
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2) Para cualesquiera números reales a y b se cumple la 
desigualdad

\ a - b \ > \ \ a \ - ) b  ||,
es decir, ei valor absoluto de la diferencia do dos números no 
es menor que ei valor absoluto de la diferencia de ios valo
res absolutos de estos números.

3) Para cualesquiera dos números reales a y h se cumple 
la desigualdad

a- +  b2 >  2 | ab |,
al mismo tiempo, la igualdad se obtiene cuando y sólo Cuando 
I a | -  | b \.

4) Sí a y fe son números reales del mismo signo (ab >  0)t 
entonces

además, la igualdad se obtiene cuando y sólo cuando a =  b.
5) Desigualdad de Cauchy: si a y ó son números reales no 

negativos, entonces

es decir, la media aritmética de dos números no negativos no 
es menor que su media geométrica.

Una desigualdad análoga es válida también para cual
quier lista finita de números no negativos at (i — 1,2,3 ,
. . n):

n
nr --------
y <Vi2a3

es decir, la media aritmética n de los números no negativos 
es mayor o igual a su media geométrica; la igualdad se 
obtiene, cuando todas las n de números son iguales.

tVj D e si g) toldad de Caitchij—Buniakovski: para c u a lesq u iera  núme
ros reales au a<¿, anbv  fr2, . , bn se cumple la desigualdad
(°i^i +  c 2&a 4" í • • ■ -p |la^n)“ ^

«  í"i +  ai +  . . . +  *&) m  | /•! +  . . .  +  blb
La igualdad se cumple ruando y sólo cuando ios números a¿ y l>i 

son proporcionales, es decir, cuando existen tales números a y f) que 
a* -|- (S* ^  0, y para todos t =  1, 2, 3, . . . »  n se cumple la igualdad

aa¡ +  f>bi 0.
13-01477
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7) U dación  o n i re la media aritm ética y cuadrática de varios 
numeres: e l valor absoluto do la m e d i a  aritm ética de cualquier número 
f i n í  lo de números reales no supera a la media cuadrática de estos  
números es decir»

I di +  ftg-í- I <  a \+ a t+ . . .
n  V  » *

además, la  igualdad se cumple cuando y sólo cuando todas las n de 
Ins números son iguales entre s í.

8) Desigualdad de Jfólder (generalización de la desigualdad de 
Cauchy — Buniakovski): para cualesquiera números reales alt asi . « . 
. . . »  an, bu . . . »  bn con cualquier p >  1 se cum ple la desigualdad

«A +  * A  +  - * * +  anK\ ^
<  ( |a,\P -h \a2\V +  * . . +  \an\P)'fP « M * + A l«  +  . - . +  IM)1/^

«iñude q ^  -J !~  .
P — 1

§ 10. Solución de desigualdades y de sislemas 
de desigualdades

10.1. Definiciones principales. Sea f una función num éri
ca ilc una o varias variables (argumentos). Resolver la desi
gualdad

/ < 0  (1)

significa hallar un conjunto de valores del argumento (argu
mentos) ile la función / ,  para los cuales la función /  es ne
gativa, es decir, partí los cuales la desigualdad (I) se con
vierte en cierta desigualdad numérica.

Análogamente, resolver la desigualdad
y >  o (2)

significa hallar un conjunto de valores del argumento (argu
mentos) de la función / ,  para los cuales los valores de esta 
función son positivos, os decir, para los cuales la desigual
dad (2) se convierte en una desigualdad numérica válida.

Un conjunto de valores do los argumentos de la función 
/» para los cuales la desigualdad se convierte en una desigual
dad numérica válida, se llama conjunto de soluciones de la 
desigualdad o simplemente solución do la desigualdad. Dos 
desigualdades se consideran equivalentes, si los conjuntos 
do sus soluciones coinciden.
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Resolver un sistema de varias desigualdades significa ha
llar un conjunto de valores do los argumentos de las funcio
nes que entran en las desigualdades, para los cuales todas las 
desigualdades del sistema simultáneamente se convierten en 
desigualdades numéricas válidas.

Dos sistemas de desigualdades se consideran equivalentes, 
si los conjuntos de sus soluciones coinciden. El sistema de 
desigualdades S se considera equivalente a dos sistemas de 
desigualdades *Sj y S 2, si el conjunto de soluciones del siste
ma S coincide con la unión de los conjuntos de soluciones 
do sistemas Sx y S 2.

10.2. Desigualdades lineales y sistemas de desigualdades 
lineales cop una incógnita. Por desigualdades lineales se 
entiende una desigualdad que tiene la forma

ax +  b >  0, ax +  b <  0t ax +  b ^  0, ax +  b ^  0,
donde a y b son números reales (a #  0).

La solución de las desigualdades lineales se efectúa me
diante la sustitución de la desigualdad inicial por la desi
gualdad equivalente. Para esto se usan las siguientes trans
formaciones de desigualdades que conducen a las desigual
dades equivalentes: la adición a ambos miembros de la de
sigualdad el mismo número y la multiplicación (división) de 
ambos miembros de la desigualdad por el mismo número. 
Asi, un conjunto de soluciones de la desigualdad

ax +  b >  0 (3)
puede ser hallado de la manera siguiente.

Agregamos a ambos miembros de la desigualdad (3) el 
número — de resultas obtenemos una desigualdad equi
valente

ax >  — b, (4)
y dividimos arabos miembros de la desigualdad por a.

Si a >  0, entonces la desigualdad (4) se convierte en la 
desigualdad

la cual da un conjunto de soluciones de la desigualdad ini
cial (3). Este con junio de soluciones puede escribirse t am
ia*
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bien en la forma

x

Si a <  0, entonces la desigualdad (4) es equivalente a 
Ja desigualdad

Un conjunto de números reales que satisfacen a esta de
sigualdad, es el conjunto de soluciones de la desigualdad 
inicial (3):

Análogamente pueden ser halladas las soluciones de 
cualesquiera desigualdades lineales.

Un conjunto de soluciones de un sistema de dos desigual
dades lineales

se halla como la intersección de conjuntos de soluciones de 
estas desigualdades.

10*3. Desigualdades cuadráticas. Por desigualdad cua
drática so entiende una desigualdad, que puede ser reducida a 
una do las desigualdades siguientes:

ax2 |- bx +  c >  0, ax1 +  bx -|- c <  0t
ax2 -i’ bx +  c ^  0, ax2 -i bx -{- c ^  0,

donde a , b, c son ciertos números reales y c ^ = 0 .
Serán desigualdades cuadráticas simples las desigualdades

x2 <  m y xl >  m.
El con junto de soluciones de la desigualdad x2 <  m es:
1) para rn 0 x — f  (es decir, no hay soluciones);
2) p a ra ^ w > 0  x £ (—'V m * V m)* es decir, — Y m <■

<  x <  Y  m, o 1 x | <  Ym .
El conjunto de soluciones de la desigualdad x2 >  m es:
1) para m <  0 x g R (es decir, x es cualquier número 

real);

ax +  6 >  0, 
ex +  d >  0
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2) para m >  0 x 6 ( -  oo; —V™) U ( /m ;  +  oo), «s <1«- 
clr, — oo <  x <  — Y  m y | / ^  <  x <  -|- oo, o | x | :> 
>  V m .

La desigualdad cuadrát ica ax¿ -)- ftx -|- c >  0 tiene, en 
dependencia de los valores de sus coeficientes a, b y c, de un 
conjunto de soluciones:

1) para a >  0, /> -= fe* — 4ac >  0 x £ ( — oo; U
,, / —M- Y n  . , \ .U (— s —  ; +  oo) ,

2) para a > 0 t Z > < 0:rÉ¿?;

3) para a <  0, /) >  0 or 6 ( ---- ^ -------------------- ) ;
4) para a <  Q,D <  0 x =   ̂ (es decir, no lia y soluciones).
La solución do la desigualdad ax2 f* bx A~ c <  0 so re

duce a la solución do la desigualdad examinada más arriba, 
si ambos miembros de la desigualdad se multiplican por —1,

Un conjunto de soluciones de las desigualdades no estric
tas axt¿ bx -p- c ^  0 y ax1 -f bx +  c ^  0 se halla como 
una unión de los conjuntos de soluciones de las desigualda
des estrictas correspondientes y de la ecuación ax- -j- bx ~b 
+  c =  0 .

Las desigualdades que se reducen a la forma

a T-\-b 
c x  -j- d > K <S)

donde a t by c, r/, k son ciertos números reales y f ^=0 (si 
c 0, entonces la desigualdad lineal fracciona! se convierte 
en lineal), se llaman desigualdades lineales fracciónales. 
También pertenecen a estas desigualdades las del tipo (5), 
las cuales en vez del signo >  tienen los signos

La solución de la desigualdad lineal fracciona! se reduce 
a la solución de la desigualdad cuadrática. Para oslo, es ne
cesario multiplicar ambos miembros de la desigualdad (5) 
por la expresión (ex -|- d)% la cual es positiva para todos 
x £ R y x ^  —d/c.

10,4. Método de intervalos. Sea P(x) un polinomio de 
/i-ésimo grado con coeficientes reales, clt cit . . Ci son 
todas las raíces reales del polinomio con las multiplicidades 
fclt fe.,, . . A|t respectivamente, además, ci > c .¿ >  . . .
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. . . >  ct. líl polinomio P  (x) puedo representarse en la 
forma

P (*) =  (x -c ,)* ' {X- c 2 ) h  c,)*« <? (x), (0)

donde el polinomio Q (x) no tiene raíces reales y positivo 
o negativo para todos x £ R. Supongamos, para mayor pre
cisión, que Q (x) >  0. Entonces para x >  cx todos los facto
res en el desarrollo (6) son positivos y P (a) >  0* Si cx es 
la raíz de la multiplicidad impar (kt es impar), entonces 
para c2 <  x <  cx todos los factores en el desarrollo (6), a 
excepción del primero, son positivos y P (x) <  0. En este 
caso se dice que el polinomio P (x) canil) i a su signo con el 
paso a través de la raíz ct. Si cx es la raíz do la multiplicidad 
par (kx es par), entonces todos los factores (incluyendo ol 
primero) para c2 <ü x <  ct son positivos y, por consiguiente, 
P (a:) >  0. En este caso se dice que el polinomio P  (x) no, 
cambia su signo cuando pasa a través de la raíz cv

Análogamente, utilizando el desarrollo (6), es fácil 
convencerse que al pasar a través de la raíz ct el polinomio 
P (x) cambia el signo, si es impar y no lo cambia, si 
es-por.

La propiedad examinada de los polinomios so usa para 
resolver las desigualdades por el método de intervalos. Para 
hallar todas las soluciones de la desigualdad

P (x) >  0,
es suficiente saber las raíces reales del polinomio P (x), 
sus multiplicidades y el signo del polinomio P (x) en un 
punto arbitrario x0 que no coincide con la raíz dol polinomio.

Ejemplo 1. Resolver la desigualdad
x2 (x +  2) (x -  l )3 (xa +  1) >  0. (7)

Situemos en el eje numérico Ox las raíces del polinomio 
que se encuentra en el primer miembro de la desigualdad 
(fig. 4.12).

Para x :> 1 el polinomio es positivo, puesto que todos 
los factores que se encuentran en el primer miembro de la 
igualdad son positivos. Vamos a movernos por el eje Ox de 
derecha a izquierda. Al pasar a través del punto x =*= 1 el 
polinomio cambia su signo y se convierte en negativo, puesto
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que x =  1 es la raíz do la multiplicidad 3; al pasar a través 
del punto x =  0 el polinomio no cambia de signo, puesto 
que x — O os la raíz de la multiplicidad 2; al pasar a tra
vés del piiDto x *s —2 el polinomio de nuevo cambia de 
signo y llega a ser positivo.

Los intervalos del polinomio dado de signos constantes 
se representan esquemáticamente en la fig. 4.12. Usando

Fig. 4.12.

esta figura, es muy fácil escribir un conjunto de solución 
de la desigualdad (7):

x £ (— oo; —2) \j (i; +  oo).
La solución do la desigualdad racional que tiene la 

forma

(>(*) > 0 , (8)

donde P (x) y Q (x) son polinomios, se reduce a la solución 
de la desigualdad algebraica equivalente de la manera si
guiente: multiplicando ambos miembros de la desigualdad 
(8) por el polinomio \Q (x)]2, el cual es positivo para Unios 
los valores admisibles de la desigualdad (8), obtenemos la 
desigualdad algebraica

P (x) Q (x) >  0,
equivalente a la desigualdad (8).

Ejemplo 2. Resolver la desigualdad racional
r* (*-!)>(* +2)

x — 3 ^ <»)

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por 
(x — 3)*, obtenemos la desigualdad equivalente a la dcsi-
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gualdad (9):
(x -  I)3 {x +  2) {x — 3) <C 0.

El conjunto ele soluciones de la última desigualdad se 
halla mediante el método de intervalos y es el siguiente:

x 6 <— oo; —2) U (1; 3).

10.5. Solución de desigualdades irracionales. Por desi
gualdad irracional so entiende la desigualdad, en la cual 
los valores incógnitos (o las funciones racionales de valores 
incógnitos) se encuentran bajo el signo del radical. -Para 
hollar el conjunto de soluciones de la desigualdad irracio
nal, es necesario, por regla general, elevar ambos miembros 
de lo desigualdad a una potencia natural. A pesar de la apa
riencia exterior del proceso do solución de la ecuación irra
cional (véase p. 5.9) y de la desigualdad irracional, entre 
las mismas existe una gran diferencia. Cuando resolvemos 
las ecuaciones algebraicas no nos preocupa que después de la 
elevación a la potencia se obtenga una ecuación equivalente 
a la inicial: la ecuación algobraica tiene un número finito de 
raíces y podemos elegir de mi conjunto de estas raíces las 
soluciones do la ecuación irracional.

Un conjunto de soluciones do desigualdades representa, 
por regla general, un conjunto infinito de números, y por 
eso la verificación directa del conjunto de soluciones me
diante la sustitución de estos números en la desigualdad inicial 
es, de principio, imposible. Ei único procedimiento que 
garantiza una respuesta correcta consiste en que tenemos 
que observar, que para cualquier transformación de la 
desigualdad inicial se obtenga una desigualdad equivalente 
a la inicial.

Para la solución de las desigualdades irracionales es ne
cesario tener en cuenta que cuando elevamos a una poten
cia impar ambos miembros de la desigualdad siempre se 
obtiene lina desigualdad equivalente a la desigualdad ini
cia). Si ambos miembros de la desigualdad los elevamos a 
la potencia par, obtendremos lina desigualdad equivalente 
a la inicial que tiene el mismo signo de desigualdad sólo en 
el caso, si ambos miembros de la desigualdad inicial no son 
negativos.
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Ejemplo. Resolver Ja desigualdad
Y ^ = 5 - V ^ c > i ,  (10)

El conjunto de los valores admisibles de x es: 
x 6 [5; 9].

La desigualdad (10) es equivalente a la desigualdad

Y x  — 5 > 1  + l / 9  — x % (11)
ambos miembros de la cual son no negativos. Elevando am
bos miembros de la desigualdad (11) al cuadrado, obtenemos 
la desigualdad equivalente

2.r - 1 5  >  2 / O ^ c .  (12)
1) Si 2x — 15 0, es decir, x ^  15/2, el primer miem

bro de la desigualdad es negativo o es igual a cero, y el se
gundo miembro es no negativo. Por eso para ningún x £ 
£ 15; 15/21 la desigualdad (12) puede convertirse en una de
sigualdad numérica válida.

2) Si 2x — 15 >  0» entonces ambos miembros de la de
sigualdad son no negativos y después de elevarlos al cua
drado se obtiene una desigualdad equivalente a la desigual
dad (12):

(2,;: -  ir»)* >  4 (9 -  .r).
De esta manera, el conjunto de soluciones de la desigual

dad (10) se obtiene como el conjunto de soluciones del sis
tema de desigualdades

5 <  x <  9,
2x — 15 >  0,

(2x -  15)2 >  4 (9 -  *),

de donde obtenemos x £ ; <)J,
10.6. Desigualdades exponenciales. Un ejemplo de de

sigualdad exponencial es la que tiene la forma
a* >  b, (13)

donde a y b son ciertos números reales (a >  0, a ^ l ) .
En función de los valores do los parámetros a y ó el 

conjunto de soluciones de la desigualdad (13) es el siguiente:
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1) para a >  1, A > 0 i g  (log0 b; -f- oo);
2) para 0 <  a <  1, l » > 0 i € ( -  oo; log„ 6);
3) para a >  0, b <  0, x £ R.
El conjunto de soluciones de la desigualdad

a* <  b (14)
en dependencia de los valores de los parámetros a y 6 es el 
siguiente:

1) para a > l ,  5 >  0 * € (— log„ b)\
2) para 0 < « <  1, ¿ > 0 i f  (log„ 6; -f oo);
3) para a >  0, b <  0 x — $ (es decir, la desigualdad no 

tiene soluciones).
Las desigualdades (13) y (14) pueden ser generalizadas 

para el caso, cuando en el exponente de la potencia se en
cuentra cierto polinomio do#. As! pues, el conjunto de solu
ciones de la desigualdad

2'1*> >  3 (15)

se halla como un conjunto de soluciones de la desigualdad
/  (x) >  log, 3

que es equivalente a la desigualdad (15).
10.7, Desigualdades logarítmicas. La desigualdad que 

tiene la forma
loga/ ( * ) > * .  (lí>)

donde a y b son ciertos números reales ( o >  0 y 1), es 
una desigualdad logarítmica simple. La desigualdad (10) 
en dependencia de los valores del parámetro a es equiva
lente a los sistemas do desigualdades siguientes*):

1) para a > l  2) para 0 < o < l
| / ( * ) > 0 ,  í / (i) > 0 ,
I f ( x ) > a b, 1 / ( * ) < a ‘,

Respectivamente la desigualdad
log./ ( * ) < &  (17)

*) En caso, si la desigualdad (16) es no estricta, las segundas 
desigualdades de estos sistemas también soq no estrictas*
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es equivalente u los sislomns siguientes de desigualdades:
1) para a >  1 2) para 0 <  a <  1

| / ( * ) > 0 ,  í /<*)><>,
\ f ( x ) < a \  ( / ( * ) > « * .

El conjunto de soluciones de las desigualdades que tienen 
la forma

R (ax) >  0 y R (log„ x) >  0, (18)
así como las desigualdades R <  0, R >  0, R ^  0, donde 
R es el polinomio de argumentos indicados, se halla de la 
manera siguiente.

Se introduce una incógnita nueva y ~ ax (respectiva
mente y =  logfl x) y las desigualdades (18) se resuelven 
como algebraicas respecto a la incógnita y . Después, la 
solución de la desigualdad inicial se reduce a la solución 
de la desigualdad simple respectiva (13), (14), (16), (17) o de 
los sistemas de estas desigualdades.

Ejemplo 1. Resolver la desigualdad logarítmica
logj x — log2 x — 15 >  0, (19)

Reducimos todos los logaritmos a una baso (por ejem
plo, a la base 2) y obtenemos una desigualdad que es equi
valente a la desigualdad logarítmica (19):

~  log* X — log2 X — 15 >  0. (20)

Resolvemos usía desigualdad como cuadrática respecto a la 
incógnita nueva

y — log2 .r.
De resultas obtenemos que la desigualdad logarítmica 

(20) es equivalente a dos desigualdades simples:
log, * >  10 y loga x <  —6,

cuya unión de los conjuntos de soluciones da un conjunto de 
soluciones de la desigualdad (19):

* 6 (0; 2-*) U (21®; +  oo).
En conclusión indiquemos un tipo más de desigualdades 

logarítmicas que se encuentra con frecuencia, en las cuales 
la base del logaritmo y el argumento del logaritmo son 
funciones de la incógnita x. Tal desigualdad logarítmica es.
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jp6r ejemplo, la desigualdad
•ogirt*) /  (*) >  c, (21)

í (donde /  (x) y g (x) son ciertos polinomios, y c es cierto nú
mero real. El conjunto do valores admisibles do la incógnita 
x se halla como un conjunto do soluciones del sistema

/  (*) >  0, 
g (a:) >  0, 
g (x) ^  1.

La desigualdad logarítmica (21) es equivalente a dos siste
mas do las desigualdades algebraicas:

/ (x) > 0 ,  /  (,r) >  0,
í M > i , o <  g (x) <  i ,
/  (x) >  Ig (x)lr; /  (x) <  [g (x)\r.

Ejemplo 2. Resolver la desigualdad

logK( 2* - 4 ) > 2. (22)

La desigualdad logarítmica dada es equivalente a dos 
sistemas de desigualdades:

í > 0 ’
2 x — J - > 0

X > 1 , 0 < : E <  1 ,

i > * * ’

El conjunto de soluciones de la desigualdad logarítmi
ca (22) se obtiene como una unión de conjuntos de solucio
nes de estos dos sistemas:

* 6 ( | ; - í - ) u ( l ;  4 ) .

10.8* Representación geométrica de un conjunto de so
luciones de una desigualdad con dos incógnitas. Suponga
mos que tenemos cierta desigualdad con dos incógnitas. El 
conjunto de soluciones de tal desigualdad es un conjunto 
de pares ordenados de números reales (x; y), el cual puede 
ser representado geométricamente como un conjunto de 
puntos del plano de coordenadas Oxy.



Solución de desigualdades 205§ 10.

La unión del conjunto de soluciones de las desigualdades 
P (*, y) >  o, F (x, y) <  0

y de la ecuación
p  (*, y) =  o

da el conjunto de todos los punios del plano de coordenadas 
Oxyy a excepción de los puntos, en los cuales la función de 
dos variables F (x, y) no está determinada. Así por ejemplo, 
la unión de un conjunto de soluciones de las desigualdades

- > 0 ,  f < 0
V V

y de la ecuación
^ = 0y

da nn conjunto de lodos los puntos del plano numérico K2, 
a excepción del conjunto de los puntos que pertenecen al 
eje Ox.

La ecuación F (x, y) =  0 proporciona un conjunto de 
puntos de «la frontera do separación» (o una parte de la 
misma) entre los conjuntos de los puntos definidos por las 
desigualdades F (x, y) >  0 y F (x, y) <  0.

Si la ecuación F (x, y) 0 tiene una única solución 
respecto a la variable y (x se considera parámetro), enton
ces se dice que la ecuación F (x, y) =  0 define la función

y =  í  CO
SÍ la ecuación F (x, y) — 0 tiene una única solución 

respecto a la variable x (y se considera parámetro), entonces 
se dice que la ecuación F (xf y) — 0 define la función

* =  X (yh
donde y se considera una variable independiente, y x, una 
variable dependiente.

Puede resultar que la ecuación F (x, i/) - 0 no tiene una 
sola solución ni respecto a la variable x ni respecto a la 
variable y. En este caso so dice que la ecuación F (x, y) — 0 
representa una correspondencia entre los conjuntos de los 
valores admisibles de Jas variables x e p.

En la fig. 4.13—4.28 están representadas dorias figuras 
definidas por las desigualdades que tienen la forma y >



206 Algebra Cap. 4.

*
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Fig. 4.23. Fig: í,24.
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y > 5ín y  i

l'¡K. 4.25..

y *
x>o

[
+  '
* ' s  '>
a '  - .
í  >:• „

0 a <?>;• *  A - ' ^

'>
W > '

Fig. 4.29.
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y

b

(x~a)z *(y ~b)2>R7

a x

Fiff. 4.33,

1 4 - 0 1 4 7 7
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;> /  (x). iístas Iiguras representan una parte del plano de 
coordenadas Oxy que se encuentra más arriba do la línea 
y - f (.r), Las figuras dadas por las desigualdades y <  /  (x) 
representan una parte del plano que se encuentra más abajo 
do la línea y =  f (x).

En las fig. 4 .29—4.31 se sombrean las figuras represen
tadas por las desigualdades que tienen la forma x >  g (y).

En 1 as fig. 4.32—4.34: están representadas las figuras 
dadas por las desigualdades que tienen la forma F (i, y) >
>  0, on el caso, cuando la ecuación F (x} y) =  0 representa 
iá correspondencia entro las variables x o y:

1) la desigualdad xz +  ys >  /?“ representa el exterior 
del círculo del radio H con el centro en el origen de coorde
nadas (véase fig. 4.32);

2) la desigualdad (x — a)- -f- (y — b)2 >  R% representa 
el exterior del círculo de radio R con el centro en el punto 
con las coordenadas (a; ¿>) (véase la fig. 4.33);

3) la desigualdad que tiene la forma | x | jy  | >
>  a (a >  0) representa el exterior de un cuadrado con los 
vértices en los punios (a; 0), (0; a), (—a; 0) y (0; — a) (véase 
la fig. 4.34).

En las fig. 4.13—4.34 se representan las figuras simples 
dadas por las desigualdades con dos variables x e y. Sin 
embargo, destreza para construir estas figuras simples per
mite construir también figuras mas complicadas represen
tadas, por ejemplo, por un sistema de varias desigualdades 
con dos variables. Una figura geométrica dada por un siste
ma de desigualdades con dos variables representa la parte 
general (la intersección) de todas las figuras dadas por las 
desigualdades del sistema.

§ 11. Procedimientos de demostración de la validez 
de las desigualdades

11.1. Demostración de la validez de las desigualdades 
mediante una cadena de desigualdades equivalentes. Uno
de los métodos de demostración de la validez de las desigual
dades se basa en la construcción de una cadena de desi
gualdades equivalentes, al final de la cual se encuentra una 
desigualdad válida evidente.
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Ejemplo 1. Demostrar la desigualdad

donde a >  0 y

Sustituyamos esta desigualdad por la desigualdad equiva
lente

Suprimiendo los paréntesis y agrupando los sumandos del 
primer miembro de la desigualdad, obtenemos una desi
gualdad equivalente

Puesto que a >  0 y h >  0, lo validez de la última de
sigualdad es evidente, lo que demuestra la validez de la de
sigualdad inicial equivalente.

Ejemplo 2. Demostrar la desigualdad

Basándose en la propiedad de los logaritmos

la desigualdad inicial es equivalente a la desigualdad

lo^ * + i ü ¡ b r > 2 -
En vigor de que

en el primer miembro de la desigualdad (I) se encuentra la 
suma de dos números positivos inversos recíprocamente, dis- 
tintos de la unidad. En vigor de la desigualdad 4) p. 9.2 
la desigualdad (1) es válida y, por consiguiente, es válida 
también la desigualdad inicial.

Ejemplo 3. Demostrar que para cualesquiera x o y reales 
se cumple la desigualdad

- |  (a f/>) (a -«>)*>().

]og4 ji >  0,

xz +  2j y  +  '¿y- +  2x -|- iiy -(- 3 "¿t 0.
u



2i2 Algebra Cap. 4.

lifectuíMuos las transformaciones siguientes del primer 
miembro de la desigualdad

x2 -|- 2ay -|- 3¿/s |- 2x -| 0y -|- 3 =~
=  (*- -¡- 2xy +  y2) +  2y- +  2* -|- Gy -| 3 =
=  (* 4  y)1 +  2 (* |- y) +  2y2 +  4y +  3 =

-  I(í +  y)* +  2 (x -|- y) -|- 1] +  2¡r -!- áy -|- 2 =
=  l<* 'i y) +  11* +  2 (y- +  2y i  1) -

=  K* +  y) +  l l s +  2 (y -I- 1)V

Do esta manera sucede que como resultado de Jas trans
formaciones idénticas del primer miembro de la desigualdad 
inicial ésta se reduce a la desigualdad equivalente

(* +  y -I- 1)* +  2 (y H i ) 2 >  0,

la validez de la cual es evidente.
Análogamente, utilizando las desigualdades del p. 9.2, 

se puede demostrar, por ejemplo, las desigualdades siguientes:
1) a2 +  b2 i- c® + 3 >  2 (a ¡ b - ¡ c);

2> - t + t ” 1' • ■ £ > « + 6 + c (a > ° ’ &> ° -  c > ° ) ;
3) (a h b) (b c) (a i c)^8abc (a >  0, h >  0, c >  0);
4) a2-{-b2 +  c2^ a b -\ bc^ac  (a , by c son los números 

de un mismo signo).

11.2. Demostración de la validez de las desigualdades 
con la utilización de las propiedades de las funciones que 
entran en las desigualdades. La validez de ciertas desigual
dades puede ser demostrada con la utilización de las propie
dades de las funciones que entran en las desigualdades.

Así, por ejemplo, la validez de la desigualdad

tg x +  ctg x >  2 

para todos x £ (0; ji/2) se desprende de la relación
1
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Efectivamente, debido a esta relación la desigualdad inicial 
se escribe en la forma de la desigualdad

+ - ¿ r > 2-

la cual es válida para todos los valores x £ (0; ji/2), puesto 
que en esto intervalo ig j  es positiva, y la suma de dos nú
meros cualesquiera positivos inversos recíprocamente es 
mayor o igual a dos.

Otro ejemplo de desigualdad, cuya validez se demuestra 
basándose en las propiedades de las funciones que^entran en 
la misma, es la desigualdad

0  s e t iH ,r - |-  c n s  20 .r <C. t .

La validez de osla desigualdad, y, por ejemplo, do la 
desigualdad

____  i ____
j/’scII X i V C0S X 1

so deduce de la acotación de las funciones y — sen x % y =  
=  vos x y de las relaciones del p. 3.2 dol capitulo 7.

En el ejemplo siguiente un factor decisivo es la aplica
ción de la propiedad do la monotonía de Ja función expo
nencial.

Demostremos que si a -|- b — r (a >  0, b !> 0), entonces
1) aa | //* !> ca, donde a <T 1;
2) a*' | Ifi <  c|lf donde p >  1.
Examinemos los números — v — . Según la condición delr " r

problema

f i f i  y - > 0’ t > ° -

Si la suma de dos números positivos es igual a la unidad, 
entonces cada uno de estos números es menor que la unidad:

0 < y <  1, 0<-j7 >  1.

Entonces, en vigor de la propiedad de la función expo
nencial monótono decreciente con una base que e$ menor que



214 Algebra Cap. 4.

la unidad, tenemos

(2)

donde a es un número real cualquiera menor que ia unidad, 
y p, un número real mayor que la unidad. De la desigualdad 
(2) se desprenden las desigualdades

11.1. Ciertos procedimientos especiales de demostración 
de la validez de las desigualdades.

1. Uno de los procedimientos especiales de la demostra
ción do la validez de las desigualdades consiste en lo si
guiente. Supongamos, por ejemplo, que es necesario demos
trar la validez de la desigualdad A <  fí. Si se consigue ele
gir tal valor C que A <i C y demostrar la validez de la de
sigualdad C ^  //, entonces- será demostrada también la 
validez de la desigualdad inicial A <  //. Precisamente tal 
procedimiento se. úsa para la demostración de la acotación 
de sucesión (véase p. 2A del capítulo tí) 2

2. La validez de ciertas desigualdades, en las cuales el 
primer y segundo miembros son funciones del argumento 
natural, puede ser demostrada mediante el procedimiento 
siguiente. La desigualdad inicial se transforma en desigual
dad equivalente, cuyo segundo miembro es constante, y el 
primer miembro es función del argumento natural. Enton
ces, considerando la función del argumento natural que se 
encuentra en el primer miembro de la desigualdad como un 
término común de cierta sucesión, se puede reducir la de
mostración de la validez de la desigualdad a la exanimación 
de las propiedades de esta sucesión.
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Ejemplo. Demostrar que Ja desigualdad

es válida para cualquier n natural.
Transformamos la desigualdad dada en desigualdad equi

valente

Examinemos la sucesión (xn) representada por la fórmula 
del término común

Es mu y fácil demostrar que esta sucesión es una suce
sión monótona decreciente (véase p. 1.5 del capitulo 8) y, 
por consiguiente, el término mayor de Ja sucesión dada es 
el primer término, que es igual a la unidad. Pero, puesto que 
para n =  1 la desigualdad (3) es válida, entonces ella os 
válida y para todos los demás valores n.

3. Ciertas desigualdades pueden ser demostradas me
diante el método de inducción matemática. Precisamente 
este método se usa para la demostración de la acotación de 
la sucesión (véase el ejemplo 3 p. 2.4 del capítulo 8)

Mediante el método de inducción matemática pueden ser 
demostradas también las desigualdades siguientes: 2 3 4

2) | sen rix ] ^  n | sen x |;
3) ni >  2 * -\ si n >  2;
4) 2nn\ <  nn, si n >  2.
11.4. Ciertos procedimientos de verificación de la vali

dez de las desigualdades numéricas» Cuando resolvemos ecua
ciones y desigualdades puede surgir la necesidad de aclarar, 
cuál de dos (o varios) números es mayor y cuál es menor. 
A continuación, en ejemplos, se examinan ciertos procedí-
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míenlos simples de verificación de la validez de las desi
gualdades numéricas.

1) Para aclarar, cuál de dos números racionales — y —
r  1 n  * q

es mayor, calculemos la diferencia de estos números
m   p   mq— np
n q n<[

Si la diferencia es mayor que cero, entonces — >  — ;n q

si la diferencia es menor que cero, entonces — <  — .1 ,l q
2) Para comparar dos números irracionales a y b se 

usa muy a menudo el procedimiento siguiente: se supone 
que un número es mayor que el otro (por ejemplo, a >  b) 
y so construye una cadena do desigualdades equivalentes 
que da bien una desigualdad numérica válida (y entonces 
la suposición de que a >  b os válida), o bien una desigual
dad numérica que no es válida (en este caso la suposición de 
que a >  b no es válida y por consiguiente, a <  b). Por 
ejemplo, sea que es necesario comparar, cuál de do$ núme
ros Y 14 — Y'¿*y 2 es mayor. Supongamos que Y 14 — Y 3 
es menor que 2:

/ Í 4 - / 3 < 2 ;  (4)

ambos miembros de la desigualdad (4) son positivos. Eleve
mos ambos miembros de la desigualdad al cuadrado:

( / Í 4 - / 5 ) 2< 4 ,
1 4 - 2 / 4 2 - ! - 3  < 4 .

La última desigualdad se puede reescribir en la forma

13 < 2 / 2 5 .

Elevando ambos miembros de la desigualdad al cuadrado, 
obtenemos la desigualdad 169 <  168.

Es evidente que la última desigualdad no es válida. 
Por consiguiente, la suposición de que el número_ / 1 4  — 
— / 3  es menor que 2 no es válida. El número / 14 — / §  
es mayor que 2.
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3) Examinemos en dos ejemplos, como se puede verificar 
la validez de una desigualdad mediante cálculos aproxima
dos.

Ejemplo 1. Demostrar efuo

son 39° >  1/ |/3 . (5)

Tratamos de elegir el numero a de tal manera que 
sen 39° >  a y a >■ l/j/"3. El valor más próximo en la «tabla» 
de la función sen x es sen 30° =  1/2:

sen 30° <  sen 39°. (6)
Sin embargo, tomando como número a el numero 1/2, 

no se puede demostrar nada, puesto quo 1/2 <  1/|^3. Trata
mos de mejorar la estimación (6). Esta estimación del sen 39° 
puede ser mejorada mediante dos procedimientos. El primer 
procedimiento consisto en lo siguiente: mediante las fórmu
las de la mitad del ángulo se puede calcular sucesivamente el 
sen 15°, eos 15°, sen 7°30\ eos 7°30' y luego podemos cal
cular

sen 37°30' -■= sen 30° eos 7°30' sen 7"30' eos 30°
y, teniendo en cuenta la desigualdad

sen 37ü30' <  sen 39°, (7)
tomando en calidad de a el número 37°3U', se puede de
mostrar que sen 37*30' >  l/|/*3.

En el segundo procedimiento usamos una estimación 
más grosera en comparación con la estimación (7). En el capí
tulo 7 fue calculado el sen 36°:

sen 36' V 10—2 Y l

Puesto que en el primer cuarto sen x es una función 
monótona creciente, de la desigualdad

36° <  39°
sigue la desigualdad

sen 36° <  sen 39°,
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es decir,

s e . 3 9 ->  y * ? - / r ? . .
4

Ahora modianto el procedimiento descrito más arriba, 
demostramos que

ViQ —2 /Ü  ^  *
----------4----------->  / 3  *

La validez de la última desigualdad se desprende de los 
cálculos citados más abajo:

( j ' ^ ¡ 2 L ) , > i ,

*jz Y ±  >  1
8 ^  3 *

1 5 - 3 / 5 > 8 ,
7 > 3 f 5 ,
49 > 4 5 .

De esta manera fue demostrado que

sen 39° >  sen 3<>° >  1/ ]/* .
Ejemplo 2. Comparar, cuál de los números es mayor: 

loga ó
Estimemos los números, cuyos logaritmos se calculan 

por las potencias de las bases de los logaritmos:

2l <  3 <  2a, 31 <  5 <  3a. (8)
Puesto que la función log0 x para a >  1 es una función 

monótona creciente, de las desigualdades (8) se deducen las 
desigualdades

log2 (2*) <  log, 3 <  logj (22),
1 <  logs 3 <  2, 

l°g» (31) <  *°gs 5 <  (3*)*
1 <  log9 5 <  2;
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de las últimas desigualdades es imposible deducir, cuál de 
los logaritmos es mayor, puesto que ellos se encuentran entre 
los mismos números.

Mejoremos las estimaciones (8). Vamos a estimar los 
números 8 y 5 por las potencias fraccionarias de los núme~

t + i
ros 2 y 3 respectivamente. Tomemos los números 2 2 *=

_  1 + i _
s 2 / 2 y 3  2 — 3 y comparemos con estos números
los numeras 3 y T> respectivamente. Mediante el procedi
miento descrito en 2) se puede mostrar que

y > 2 / 2  y 5 < 3 / 3 .
De esta manera, tenemos

23/* <  3 <  2*, 31 <  5 <  3®/»f
dé donde respectivamente

- | < l o g i 3 < 2 ,  l < l u g j 5 < - | - .  (l>)

Comparando las últimas desigualdades, obtenemos que 
log.¿ 3 es mayor que log5 5.

Ohscrvemas que si surge la necesidad, se puede seguir 
mejorando las estimaciones (0). Pues hion, demostrando la 
validez de las desigualdades

JL. JL * , » * _
2* * -- 2- | / 2 - | / 2 > 3 1 3 ‘ • 3 ¡/ 3 <  5,

obtenemos las estimaciones siguientes para los log2 3 y 
log3 5:

4 <  log2 3 <  j , - <  log3 ’r> <  y



CAPITULO 5

Método de coordenadas

El concepto de sistema de coordenadas rectangular en el 
plano apareció primeramente en geometría antes del co
mienzo de nuestra era. Mediante este sistema un matemá
tico de la escuela de Alejandría, Apolonio, definía y estudia- 
lía lns curvas de segundo orden; la elipse, hipérbola y parábo
la. En el siglo XVIII el matemático francés U. Desearles 
(y al mismo tiempo Ferinat) introdujo la regla de elección 
de signos en el sistema de coordenadas rectangular y creó 
las bases de la geometría analítica en el plano, que es la 
parte de las matemáticas que establece la relación entre el 
álgebra y la geometría. Las obras de Descartes fueron prepa
radas por las obras do otro matemático francés, Victo, el 
cual fue el primero en introducir en el álgebra las designa
ciones literales (tanto de los valores conocidos, como de los 
desconocidos). La geometría analítica jugó un papel muy 
importante en el desarrollo del concepto de número: gracias 
a la regla de elección de los signos de las coordenadas los 
números negativos ( l o s  cuales no eran reconocidos por la 
mayoría de los iría temáticos de la Edad Media) obtuvieron 
una representación clara y fueron aceptados en las matemá
ticas definitivamente. Muchos años más tarde, la aplicación 
del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares jugó 
un papel decisivo en la afirmación de los números complejos 
en las matemáticas.

§ L Sistemas de coordenadas
1.1. Eje de coordenadas. La recta, en la cual se fijan 

dos puntos distintos: el punto O, que se llama o r i g e n  d e  
c o o rd e n a d a S y  y el punto E , que se llama p u n t o  d e  u n i d a d  
(fig. 5.1), se denomina efe de coordenadas.
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El punto E so suele situar a la derecha del punto O. 
Se considera dirección positiva del eje de coordenadas la 
dirección del rayo que sale del* punto O y contiene el pun
to E. La dirección contraria se considera dirección negativa

í) *£ \

í«’»g. 5.1.

del eje de coordenadas. El segmento OE se llama de escala o 
segmento unidad. El eje de coordenadas se suele designar 
por Ox.

El vector OE se denomina vector unitario (o versor) y se 
suele designar con e .

Se llama coordenada del punto Af0l situado en el eje de 
coordenadas, el número xQ que se define por la igualdad
x0 ~  ±  > además delante de la fracción se toma el
signo inás, cuando los puntos E y A/0 
están situados a un lado del punto O, 
y el signo menos, cuando los puntos E 
y M0 están situados a distintos lacios 
respecto al punto O; si el punto A/0 
coincido con el punto O, entonces 
*0 «  0.

La distancia cutre los puntos Aft 
y M2 con las coordenadas x% y xt so 
calcula según la fórmula 5,2.

y,
&(>?2

1
j  !1

i  w  r
0 E¡ x

d =  | x2 — xt |.
1.2. Sistema de coordenadas cartesiano rectangular en 

el plano. Un par ordenado de dos ejes de coordenadas Ox 
Y Oy, perpendiculares entre sí, se llama sistema de coordena
das cartesiano rectangular en el plano, además, el origen de 
coordenadas para cada uno de los ejes es su punto común O 
(origen de coordenadas) (fig. 5.2). Los ejes Ox y Oy se orde
nan de la manera siguiente: si giramos el eje Ox alrededor 
del punto O en un ángulo ji/2 en sentido antihorario, enton
ces coincidirá con el eje Oy. Al mismo tiempo los segmentos
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de escala 0E X y OE, de los ejes de coordenadas Ox y Oy 
se eligen de tal maneta que sus longitudes sean iguales:

\ OE, | - | OE, |.
Entonces al girar el eje Ox en un ángulo ji/2 en sentido anti
horario alrededor del punto 0  los puntos ¿ \  y E 2 coinciden. 
El eje Ox se llama eje de abscisas y el eje Oy, eje de ordenadas.

Los vectores e, *-■■= OE, y e2 =* OEz se llainan vectores 
básicos del sistema de coordenadas cartesiano rectangular 
(o uersom) y se suelen designar con letras í y j:

=  i e2 =  / .
De esta maneraf se puede considerar que el sistema de 

coordenadas cartesiano rectangular se representa por cierto 
punto O (por el origen de coordenadas) y por un par ordena
do de vectores unitarios perpendiculares entre sí (/; /).

Los ejes coordenados Ox y Oy dividen, el plano en cuatro 
cuadrantes. La parte del plano que está situada más arriba 
del eje Ox y a la derecha dol eje Oy so considera primer 
cuadrante; la parte del plano que se encuentra más arriba 
del eje Ox y a la izquierda del eje Oy es el segundo cuadran
te; la parte dei plano situada más abajo del eje Ox y a la 
izquierda del eje Oy es el tercer cuadrante, y la parte del 
plano que se encuentra más abajo del eje Ox y a la derecha 
del eje Oy, el cuarto cuadrante. El plano con el sistema de 
coordenadas construidos se llama plano de coordenadas.

Para el procedimiento expuesto nías arriba de ordenación 
de los ejes de coordenadas el sistema de coordenadas se 
llama sistema de coordenadas cartesiano rectangular de
recho a diferencia del sistema de coordenadas cartesiano 
rectangular izquierdo, en el cual los ejes se ordenan de la 
manera siguiente: el primer eje (eje Ox) coincide con el 
segundo (eje Oy) medíante el giro en un ángulo n'2 en sen
tido horario. En lo sucesivo bajo el término «sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular» se entenderá el sistema 
de coordenadas cartesiano rectangular derecho.

En los suplementos se usan también los sistemas de 
coordenadas oblicuángulos (derechos e izquierdos), en los 
cuales la coincidencia de los ejes se realiza al girar en un 
ángulo, distinto del recto.
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Coordenadas de un punto en el plano. Sea que Oxy es un 
isistema de coordenadas cartesiano rectangular en el plano 
con el origen O (-véase fig. 5.2) y M{), cierto punto del plano. 
Bajemos del punto A/ 0 sobre los ojes Ox y Oy las perpendicula
res que intersecan los ejes coordenados indicados en los pun
tos Ar! y tV2 respectivamente. Designemos la coordenada 
del punto JVj, situada en el eje Oxt a través de x0, y la coor
denada del punto N 2 que se encuentra en el eje Oy, median
te

Se llaman coordenadas del punto en el sistema de coor
denadas cartesiano rectangular a un par ordenado de núme
ros (x0; y0).

El número x0 se llama abscisa del punto Af0, y el núme
ro yc, ordenada de este mismo punto y se escribe 
( * « :  ¡ /o )-

La distancia entre los puntos A y tí que tienen las coor
denadas (xi, yj) y (xt; ya), respectivamente, se calcula 
mediante la fórmula

i a b  i + ( * , - » , ) • .
Transform aciones de la s coordenadas rectangulares por traslación  

paralela de los ejes. Sea que O xy y  O 'z 'y ' son dos sistem as de coordena-

y i \ y ,

yo " "  .«? i
, y  ii

b
0 ' f  1 X '

j
\

— ^  1

i1111
0 i  af x 0 X

F»g. 5.3.

das cartesianos rectangulares en el plano con ei origen de coordenadas 
O y  O' (O #  O') respectivamente, los ejes de una misma dirección 
(fig. 5.3) y los mismos segm entos de escala. Y sen que el punto O' 
tiene las coordenadas (a; b) respecto al sistem a de coordenadas Oxu. 
El número a se llam a magnitud de desplazamiento del sistema de
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coordenadas O'x'y' respecto al sistema Oxy en dirección al eje Ox9 
y el número ó, magnitud de desplazamiento en dirección del eje Oy.

Alijamos en el plano un punió M0 con las coordenadas (x^\ y9) 
respecto al sistema Oxy. Entonces sus coordenadas (x¡; y f0) respecto al 
sistema O'x'y' están relacionadas con las coordenadas respecto al 
sistema Oxy mediante las fórmulas

x q  —  x q — í/ó === V n  "

A estas fórmulas se las llama fó rm u la s  de transform ación  de las coorde
nadas rectangulares del punto Af¿

Formulemos la regla do transformación de coordenadas del punto 
M0 para el paso de un sistema de coordenadas rectangular al otro:

En la traslación paralela del sistema de coordenadas rectangular 
en una magnitud a mi dirección del eje O x y en una magnitud b mi 
dirección del eje Oy las abscisas de todos los puntos disminuyen o 
aumentan en función del signo de la magnitud a en una magnitud a 
y las ordenadas, en ntui magnitud b.

F órm ulas de transform ación  de tas coordenadas rec tungo  lares p o r  
giro de los ejes. Sea O xy y  O x y  dos sistemas de coordenadas cartesianas 
rectangulares, además, el sistema de coordenadas Ox*y9 se obtuvo del 
sistema O xy mediante uu giro en un ángulo c¿ en torno al origen común 
de coordenadas O (fig. 5,4)-

Elijamos en el plano un punto Af0 que tenga unas coordenadas 
yo) respecto al sistema de coordenadas O xy , y unas coordenadas 

(jp¡; y¡¡) respecto al sistema de coordenadas Ox'y* r Las coordenadas del 
punto Afp en los sistemas de coordenadas O xy  y O x9y f se relacionan 
ñor las formulas

x0 x¿ cosa — y £ sena,
¿Tu < ó son a - L y ¿ c o s a

o mediante las fórmulas equivalentes
*í = *9 o o sa + y 0 sen a, 
r/¿ — xQ sen a  +  eos a.

( 1 )
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Fórm ula* de transform ación de las coordenadas rectangulares por  
traslación para le la , \j por u n  giro de los ejes. Sean O xy y () 'x 'y '  dos siste
mas de coordenadas cartesianas rectangulares y sea <iuc el sistema 
de coordenadas O 'x 'y 1 se obtuvo del sistema O xy por traslación paralela 
con una magnitud de desplazamiento, respectivamente» a y óf y por 
un giro posterior alrededor del punto O' (imagen del punto O) en un 
ángulo a  (fig. 5.5). •

Sea que A/0 es un punto del plano que tiene la9 coordenadas 
(x0f  y 0) respecto al sistema de coordenadas O xy  y las coordenadas

(x¡¿ J9i) respecto al sistema de coordenadas O'x'y'. Las coordenadas del 
punto A/0 respecto a los sistemas de coordenadas Oxy y O'x'y* se 
relacionan por las fórmulas

*• -  xí eos a —y¿ sen a  +  a,
yu —*¿sena +  yí coaa^-f», *

las cuales expresan las coordenadas del punto M0 respecto al sistema 
de coordenadas Oxy a través de las coordenadas del mismo punto \ f 0 
respecto al sistema O'x'y'.

Resolviendo las relaciones (2) respecto a las magnitudes c y'Q% 
obtenemos las expresiones para las coordenadas del punto A/0 respecto 
al sistema Ofx'y' a través de las coordenadas del punto M0 aspecto 
al sistema Oxy:

x ó *= ( x o —  <*) eos a  -f- (y0 — ó) sen a,
i / ó s < m  « +  — ó) eos a.

1*3. Sistema de coordenadas polares. Relación entre las coorde
nadas rectangulares y polares. El sistem a de coordenadas polares en 
el plano se determina por la elección de un punto O, llamado polo 
y por un rayo dirigido Ox con el origen en el punto O {efe polar) con 
un segmento OE elegido en osle rayo, cuya longitud se toma por unidad 
de escala (fig. 5.0),

Al punto Af0 que pertenece al plano y es distinto del punto O 
se le asigna respectivamente un par ordenado de números (p0; <p0), 
llamado coordenadas polares del punto Afn. El número p0 que se llama 
radio polar  del punto Af<> representa la longitud del segmento OM^. 
El número tp0 que se llama ángulo polar es el valor dei ángulo zOM0t 
medido en radianes (véase fig. 5.(3).
1 5 - 0 1 4 7 7
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Entre el conjunto de tmlos los puntos del plano (a excepción del 
punto O) y ci conjuntó de los pares ordenados de números (pn¡ <p0) 
donde <p0 (0; 2n\, existe una correspondencia biunívoca. Para el pun- 
to O (del polo) el valor del ángulo polar no está definido.

Relación entre las coordenadas rectangulares y polares. Si tomamos 
el polo por el origen del sistema de coordenadas cartesiano rectangular, 
la dirección del eje polar, por la dirección positiva del eje O$ (íig. 5,7), 
entonces entre las coordenadas polares del punto Mc (p0; cp0), el cual 
no coincide con el polo, y las coordenadas rectangulares (j0; y0) del 
mismo punto M0 existe la dependencia siguiente:

x0 =  eos <p«, y0 =  p0 sen <p0.

Estas fórmulas se llaman fórmulas del paso de las coordenadas 
polares de un punto Af0 a las coordenadas rectangulares del mismo 
punto.

A la inversa, representando las coordenadas rectangulares (x0; y0) 
de cualquier punto M9 que no coincide con el origen de coordenadas, 
se calculan sus coordenadas polares mediante las fórmulas

sen % ••-r ya , eos<p0= — ___  -
YA+rt* V*l+yl

1.4. Sistema de coordenadas cartesianas rectangulares 
en el espacio. Sea que a  es cierto plano en el espacio con

e) sistema de coordenadas cartesiano rectangular Oxy eligido 
en él. Tracemos por el punto O una recta a perpendicular al 
plano a  (fig. 5.8). Elijamos en la recta a una dirección y un 
segmento de escala OE3, el cual es igual a los segmentos de
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escala 0E X y OE2 (en Ja fig. 5.8 ta dirección positiva en la 
recta a se indica con una flecha). Este es el eje de coordena
das que designamos con Oz.

Una terna ordenada de los ejes de coordenadas perpendicu
lares entre sí Oxy Oy y Oz se llama sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares en el espacio. El sistema cartesiano 
de coordenadas rectangulares Oxyz se llama derecho (fig. 5.9), 
si Oxy es un sistema de coordenadas rectangulares derecho, 
y el eje Oy coincide con el eje Oz mediante un giro en un 
ángulo ni2 en sentido horario. El sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares Oxyz es izquierdo, si el sistema 
de coordenadas Oxy es izquierdo oT si Oxy es derecho el 
eje Oy coincide con el eje Oz mediante un giro en un ángulo
y  en sentido horario.

El eje Ox se llama eje de abscisas, el eje Oy9 eje de ordena
das y el eje Ozy eje de z-coordenadas. Los planos que pasan 
a través de cada dos ¿jes de coordenadas se llaman planos de 
coordenadas; el espacio, en el cual está eligido un sistema 
de coordenadas, se llama espacio de coordenadas.

Los vectores OEu OE%9 OE$ se llaman vectores básicos 
del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares (o ver- 
sores) y se suelen designar respectivamente por i, / ,  fe.

Coordenadas de un punto en el espacio. Sea Af0 cierto 
punto del espacio y Oxyz cierto sistema espacial de coorde
nadas cartesianas rectangulares con el origen en el punto O 
(véase fig. 5.9). Construyamos un plano que contiene un 
punto Múy paralelo al plano de coordenadas Oyz. El plano 
construido interseca el eje de coordenadas Ox en cierto punto 
Nr. Designemos a la coordenada del punto A\ con x0. Al 
construir los planos, paralelos a los planos de coordenadas 
Oxz y Oxyy quo pasan por el punto A/0, obtenemos los puntos 
N 2 y N Zy los cuales son puntos de intersección de los planos 
construidos con los éjes Oy y Oz9 respectivamente. Designe
mos las coordenadas de los puntos N 2 y N 9 que pertenecen 
respectivamente a los ejes Oy y Ozt con y0 y z0.

Se llaman coordenadas del punto M 0 respecto al sistema 
cartesiano de coordenadas rectangulares Oxyz a una terna 
ordenada de números (x0; y0; z0) y se escribe

M* (x0; z0).
15*
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El número x0 se llama abscisa del punto jM0, y0, su ordena
da y zQf su z-coordenada.

La distancia entre los puntos A (â ; zx) y 
B (a:2; zt) se calcula por la íórmuia

M ^I *= V (*2—* t)a + (y2-yt)*+ (* ,—2|)*-
1.5. Ecuación del plano. Cada ecuación

¿a: +  +  Cz +  D =  0, (3)
que es lineal respecto a las variables x t y y z, define en el 
sistema espacial de coordenadas rectangulares Oxyz un plano 
(¿4, B, C son números, de los cuales por lo menos uno no es 
igual a cero). Y a la inversa, cualquier plano en el sistema 
de coordenadas rectangulares Oxyz puede ser representado 
por una ecuación que tiene la forma (3).

Las coordenadas do todos los puntos del espacio situa
dos a uii lado del plano determinado por la ecuación (3) sa
tisfacen la desigualdad

Ax +  By Cz D >  0,

y las coordenadas de todos los puntos que se encuentran en 
el otro lado satisfacen la desigualdad

Ax +  By +  Cz +  D <  0.
En el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares el 

vector N — (A\ fí\ C) es perpendicular al plano
Ax +  By +  Cz +  D -  0.

La distancia d del punto M0 (x0; yQ; z0) al plano 
Ax -\~ By Cz +  D = 0

se calcula medíante la fórmula
j  _ I A*o+Byt +  Ct0 +  D 1 

+  +  Ca

§ 2. Vectores
2.1. Vectores. Conceptos principales. Sea que A y B 

son dos puntos distintos del plano. El segmento AB , cuyo 
punto A se considera el origen, y el punto fí, el extremo, se
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llama vector AB% y se designa AB. También se dice que el
vector AB  está aplicado al punto A. La dirección que se
define por un rayo AB se llama dirección del vector AB , 
y la longitud del segmento AB  se llama longitud (o módulo)
del vector AB. La longitud (el módulo) del vector AB  se
designa | AB |. En los diagramas el vector AB se suele 
representar con una flecha rectangular 
con el origen en el punto A y el extre
mo en el punto B (fig. 5.10).

Entre todos los vectores con el ori- A 
gen en el punto A existe un vector, cuya 
longitud es igual a cero. Se considera que l;ig- 5,10, 
este vector comienza y termina en el pun
to A . El vector que comienza y termina en el punto A se
llama vector nulo y se designa A A. El concepto de direc-•4»
ción para el vector nulo AA no se introduce.

La definición de un vector espacial coincide exactamente 
con la definición de un vector en el plano, al mismo tiempo, 
sólo se considera que los puntos A y B son dos puntos del 
espacio.

Igualdad de vectores. Sea AB y CD dos vectores del plano 
(o del espacio). Se dice que el vector AB es igual al vector 
CDy SÍ

1) la longitud del segmento AB  es igual a la longitud del 
segmento CD;

2) los rayos AB y CD están dirigidos en la misma direc
ción.

La igualdad do vectores se escribe mediante el signo de 
igualdad:

AB =. CD.

Para tal definición de la igualdad de vectores el conjunto • > 
de todos los vectores, iguales al vector AB, se llama vector 
libre. Los vectores libres se suelen designar mediante las 
letras latinas minúsculas a, b, c, x , y sus longitudes se 
designan respectivamente j a |, | b |, |e  |, \x  \. El vector
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nulo se suele designar 0. Cada vector libre no nulo a tiene 
una infinidad de representaciones on forma de sogmentos 
dirigidos, trazados desde distintos puntos del plano (espa
cio) A1, A 2i . . . An, . . ., tales que las longitudes de los 
segmentos AlBí , A^B^ . . *, AnBn, . . . son iguales a la 
longitud del vector a, y los rayos AXBU AnBn, ..
son codirigidos y su dirección coincide con la dirección del 
vector a  (fig. 5.1 i). El vector libre nulo 0 tiene también

una infinidad de muchas repre
sentaciones en forma de puntos de 
un plano.

El vector libre se suele llamar 
simplemente rector. Un conjunto 
de vectores iguales entre sí, per
tenecientes a la misma recta, se 
llama vector deslizante. Junto con 
los vectores libres y deslizantes se 
examinan también los vectores 

fijos, los cuales se caracterizan por un módulo, dirección y 
por la posición del punto inicial, llamado punto de aplica
ción. Dos vectores fijos se consideran iguales, si tienen no sólo 
los módulos y las direcciones iguales, sino también un punto 
inicial común, es decir, si los vectores iguales fijos son 
vectores coincidentes.

Un vector en el plano puede ser introducido mediante la 
utilización del concepto de Lsometría o, mejor decir, de un 
caso particular de isometría, del concepto de traslación para
lela. Recordamos las definiciones de estos conceptos.

La aplicación de un plano sobre si, para la cual se con
servan las distancias entre los puntos, se llama isometría♦ 

La aplicación del plano sobre sí, para la cual todos los 
puntos del plano se desplazan en la misma dirección a la 
misma distancia, se llama traslación paralela,

En estos términos la transformación del plano, para la 
cual cada punto M  del plano se aplica sobre tal punto M t 
de este plano, que el rayo MMX está codirigido con el rayo 
AB  y la distancia | MMX J es igual a la distancia | AB |, se 
llama vector (traslación paralela) que se define por un par 
ordenado de no coincidentes {A\ B) del plano.

Cualquier par de puntos coincidentes representa una 
transformación idéntica (es decir, una transformación, que

Fig. 5.11.
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aplica sobre sí cualquier punto del piano). La transforma
ción idéntica se llama vector nulo y se designa mediante 
el símbolo 0.

Adición de vectores. Sean a y b dos vectores no nulos. 
Trazemos el vector a desde el punto O y designemos su extre
mo con la letra A (fig. 5.12): O A =  a. Trazemos desde pun

to A el vector b y designemos su
extremo con la letra B:AB =  6. 
Se llama suma de dos vectores 
a y ó a un vector que tiene el ori
gen en el punto O y el extremo en
el punto B (OB =ss c) y se escribe

c *- a b.
Del vector c se dice que esta obtenido como resultado 

de la suma de los vectores a y 6.
Las propiedades de la operación de adición de los vectores 

son:
1) la propiedad del vector nulo:

a +  0 ~  a;

2) la asociatividad de adición:

(o +  b) -!- c =  a -(- (b f  c);

3) la conmutatividad de adición:
a -|- b =  b -f «•

La suma de dos vectores no colineales a y h se puede 
construir mediante la regla llamada regla del paralelógramo.
Tracemos desde el punto A los vectores Afí =  b y AD =  a 
(fig. 5.13). Tracemos por el extremo del vector a una recta 
paralela al vector b y por el extremo del vector ó, una recta 
paralela al vector a. Sea C un punto de intersección de las
rectas construidas. El vector AC — c es la suma de los 
vectores a y b:

C 55 fl "|“ ó.
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El vcclor que* so designa ~ a ,  tal, que la suma del vector 
a y del vector —a  es igual al vector nulo:

a  -| ( - a )  := 0, 

se Huiría voclor opuesto al vector a .
Et vector opuesto al vector AB  se designa» también BA\

AB  H- BA -  ÁA =  0.
Los vectores opuestos no nulos tienen las longitudes 

iguales (|<r. | - | —a [) y las direcciones contrarias.

La diferencia de dos vectores a — /; es la suma del vector 
a y del vector opuesto al vector b (fig. 5.14), os decir, es ol 
vector

" I ( - 6 ) .
La diferencia de los vectores (t y b se designa <t — b.

C

La diferencia de dos vectores a y b puede ser obtenida 
mediante una regla del triángulo. Tracemos del punto A un
vector a (fíg. 5.15): AB  -= a; del extremo del vector AB
tracemos el vector BC =  — b; el vector AC =  c es la dife*
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rencia de vectores a y b:
c =  a — b.

Un vector que tiene la dirección del vector a, si X es 
positivo, y la dirección contraria, si X es negativo, se llama 
producto de un vector no nulo a por el número X. La longitud 
de este vector es igual al producto de la longitud del vector a 
por el valor absoluto (módulo) del número X.

El producto del vector a por el número X se designa 
por Xa.

En el caso, si a — 0 ó X =  O, respectivamente se con
sideran

>v'0 ■= 0 para cualquier X,
O*a -- 0  para cualquier a.

Las propiedades de la operación de multiplicación del 
vector por el ndmero son:

1) la conmutatividad:
Xa — aX]

2) la asociatividad:
X (¡ui) =  (Xp) a;

3) la distribulividad respecto a la adición de vectores:
X (a +  b) =  Xa -| Xb;

4) la distribulividad respecto a la adición de números:
(X +  \i) a =  Xa +  pa.

Dos vectores no nulos se llaman colineales, si sus direc
ciones coinciden o son opuestas.

Un vector nulo se considera, según la definición, colineal 
a cualquier vector.

La condición necesaria y suficiente de colinealidad de los 
vectores no nulos a  y 6 es la existencia del número X que 
satisface a la igualdad b — Xa.

La condición necesaria y suficiente de colinealidad de los vectores 
a y ó en el plano, dados por sus coordenadas respecto al sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares Oxy:

a =  (*p b =
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es la igualdad igual a cero del determinante de segundo orden:

La condición necesaria y suficiente de colinealidad de dos vecto
res a y ó en el espacio, dados por sus coordenadas respecto al sistema 
de coordenadas oartesiano rectangular Oxyz:

a = (xt; ¡fx; z ,̂ b =  (**; 2*),
es la igualdad igual a cero de todos los determinantes sucesivos de 
segundo orden:

|*i 0i| |*i zi |  \lti *i|
I * 2*1’ I Va *1 *

Tres vectores no nulos se llaman coplanares, si los rayos 
que representan sus direcciones están situados en las rectas 
paralelas a cierto plano. Si entre los tres vectores existe 
por lo menos un vector nulo, entonces tales vectores también 
se consideran coplanares.

La condición necesaria y suficiente para el carácter coplanar de 
tres vectores a, 6 y e dados por sus coordenadas en el sistema de coor
denadas cartesianas rectangulares Oxyz:

a =5 (*,; yt; z4), b = (xa; ya; zt), 
c = (x3; y9; z3), 

es la igualdad igual a cero del determinante de tercer orden:
l*i 0* *1 
*2 02 *2 
1*3 03 *3

0.

Sí los vectores a y b no son colineales, entonces cualquier 
vector ct coplanar con los vectores a y 6, puedo represen
tarse de una sola forma

c =  xa +  yb. (1)
(Por unicidad de representación se entiende que existe un 
solo par ordenado de números (x\ y), para el cual se cumple 
la igualdad (1).)

La representación del vector c, coplanar con los vectores 
a y b, en forma de la suma c — xa +  yb se llama desarrollo 
del vector c en vectores a y 6.
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Regla del paralelepípedo. Para hallar un vector, que es 
la suma de tres vectores no coplanares a, 6, c, se suele utili
zar muy a menudo una regla que se llama regla del paralele- 
pípedo-

Desde un punto arbitrario del espacio O se trazan los
vectores OA =  a , OB =  i  y OC 
paralelepípedo de tal manera que 
los segmentos 0 A r OBy OC sean sus
aristas (fig. 5.16). El vector 0 5 , 
donde OS es la diagonal del para
lelepípedo, es la suma de tres vec
tores dados:

OS -- o  & -|- c.
Desarrollo del vector en tres vecto

res no coplanares. Sea a ,  6, c tres F¡g. 5.16.
vectores no coplanares (no nulos).
Entonces cualquier vector espacial d  puede ser representa
do de una sola manera en forma de suma:

d  =  xa +  yb  +  zc. (2)
(Aquí por unicidad de representación se entiende que existe 
una sola terna ordenada de números (z ; y\ z), para la cual 
se cumple la igualdad (2).)

2.2, Ángulo entre vectores. Producto escalar de vectores. 
Un ángulo entre dos vectores no nulos se llama ángulo 
entre las direcciones de estos vectores. El ángulo entre los
dos vectores a y 6 se designa (a, 6).

Si el ángulo entre los vectores a y ( e s  igual a 90°, en
tonces estos vectores se llaman perpendiculares y se escribe 
a l  á.

Un número igual ai producto de las longitudes de los 
vectores, que se designan (a, b) (o a* ó), por el coseno del 
ángulo entre estos vectores se llama producto escalar de dos 
vectores no nulos u y b:

/ \
(a, b) =  | a |-1 b | eos q>,

/N
donde <p =  (a, 6). Si, por lo menos, uno de los vectores a  
y b es un vector nulo, entonces el producto escalar de estos
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dos vectores se considera igual a cero. Del producto escalar 
(a, b) se dice que está obtenido como resultado de la multi
plicación escalar del vector a  por el vector b.

Las propiedades de la multiplicación escalar de vectores es:
1) la conmutatividad:

(a, b) =  (6, «);
2) la asociatividad respecto a la multiplicación por un 

número:
« * * ), b ) = k  (a , b).

Las operaciones de adición y multiplicación escalar de 
vectores se relacionan por la ley distributiva de multiplica
ción respecto a la adición:

(a, (b -I- c)) =  (o, ó) +  (o, c).
La condición necesaria y suficiente de perpendicularidad 

de dos vectores no nulos es la igualdad igual a cero de su 
producto escalar.

El producto escalar del vector por este mismo vector es 
igual al cuadrado del valor numérico de su longitud. El 
producto a-a  se escribe como (a)2 y se llama cuadrado escalar 
del vector o.

2.3. Coordenadas de un vector en el plano. Sea Oxy un
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con los 
vectores básicos (i; /) . Cualquier vector «, perteneciente al 
plano, puede ser descompuesto por los vectores de base 
/, / ,  es decir, para cualquier vector a existe, y además sólo 
uno, un par ordenado de números (:r0; yQ) tal que

a =  x0i +  y ¿ .
Los números x0, y0 se llaman coordenadas del vector a  en la 
base (£; /)  y se escribe

« -  (*<>; yo)-
Si en el sistema de coordenadas rectangulares los pun

tos A y B tienen las coordenadas fa ; yx) y {x2\ y2)¡ entonces
las coordenadas del vector AB serán un par ordenado de 
números (x2 — xx; y 2 — yj), es decir,

ÁB =  (z¡ — x%\ y% — yx).

*
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Reglas de operaciones con los vectores, determinados por sus 
coordenadas. Supongamos que en la base (i; j)  están dados 
los vectores

« =  (*i; Vi), b =  y«)-
1) Las coordenadas de la suma de dos vectores son igua

les a la suma de las coordenadas respectivas de los suman
dos:

a +  b =  y, +  y*).
2) Las coordenadas de la diferencia de dos vectores son 

iguales a la diferencia de las coordenadas respectivas de 
estos vectores:

a — b =  (x¡ — x2\ yx — y2).

3) Las coordenadas del producto del vector por un nú
mero son iguales al producto de las coordenadas respectivas 
del vector dado por este número:

pa =  (pXi-, py¡).
4) El producto escalar de dos vectores es igual a la suma 

de las productos de las coordenadas respectivas de estos 
vectores:

(a, b) =  xlxi +  y,y2.
El módulo del vector a, definido por sus coordenadas 

(*,; yx) se calcula mediante la fórmula

El ángulo <p entre los dos vectores no nulos a y b dados 
por sus coordenadas (z1; y¡) y (x2; y2), respectivamente, se 
calcula de la relación

*V*i +  Vl!íl
eos V -  CO, («. b ) ----------V ^ + , ~ y 4 ^ í  ■

Loá cosenos de los ángulos entre el vector a =  (xx; x2) 
y los vectores do base it j  se llaman cosenos directores del 
vector a y se calculan según las fórmulas

eos a =  — , eos 8 =  ■■ .
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Los cosenos directores de cualquier vector a so relacionan 
por la igualdad

eos- a -|~ eos2 P =  1.
2.4. Coordenadas de un vector en el espacio. Sea 0 xyz 

un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con 
una terna de los vectores básicos (i; /; k). Cualquier vector 
espacial a  puede ser descompuesto en vectores de base i, / ,  
fc, es decir, para cualquier vector a existe, y además, sólo 
una terna de números (x0; z0) tal que

« =  V  +  y J  +
Los números xQ, y0, zQ se llaman coordenadas del vector a 

on la base (i; /; k) y so escribe
® ^  yo* zo)-

Si en el sistema de coordenadas rectangulares los puntos 
A y B tienen las coordenadas (xt; yx\ z,) y (x2; y2; z2),
entonces las coordenadas del vector AB  serán una terna 
ordenada de números (x2 — xx\ y2 — i/t; z2 — Zj), es decir,

AB  =  (x2 y 2 y i \
Algia* de opiraiio/íi* con los vectores definidos por sus 

coordenadas. Supongamos que en la base (i, / ,  fr) están 
dados los vectores

« =  to; vu zi) y * =  22)'
1) Las coordenadas de la suma de dos vectores son igua

les a la suma de las coordenadas respectivas de los sumandos:
a +  6 =  (xj -r x2; y t +  y 2\ zl +  z2).

2) Las coordenadas de la diferencia de dos vectores son 
iguales a la diferencia do las coordenadas respectivas de 
estos vectores:

a — b =  (zí — x2\ y t — y2; zx — z2).

3) Las coordenadas del producto de un vector por un 
número son iguales al producto do las coordenadas respec
tivas del vector dado por este número:

pa =  (pxx\ pyx\ pzxy



Vectores 239§

4) El producto escalar de dos vectores es igual a la suma 
de los productos do las coordenadas respectivas de estos 
vectores:

x ,x , +  +  2,2, .

El módulo del vector a  determinado por sus coordenadas 
(X]\ uü z,) respecto a cierta base rectangular (i; /;  fc) se 
calcula mediante la fórmula

l «  I =  V*\+v*i + zt-
El ángulo <p entre los dos vectores espaciales no nulos 

a  y fe dados por sus coordenadas yx\ Zj) y (x2; z2)
respecto a cierta base rectangular (i; /;  k) se calcula de la 
relación

costp — eos (a, 6)*=
Y * l + y í + i *  Y * l + y * + * i

Los cosenos de los ángulos entre el vector a =  (*,; y,; z,) 
y los vectores de base ¿, / ,  fc se llaman cosenos directores 
del vector a  y se calculan según las fórmulas

eos a  -
^*r+PFF«i

cosp y i
lxif +  ri+*f ’

eos y = *i
/*?+*?+*? *

Los cosenos directores de cualquier vector a se relacionan 
por la igualdad

eos* a  +  eos2 P +  eos2 y — i .
2.5. Producto vectorial. Se llama producto vectorial de dos vecto

res a y fe, que se designan (a, fe] (o a X fe), al vector que se define por 
las tres condiciones siguientes:

1) el módulo del vector [a, fe) es igual a \a\\b\ X sen <p, donde 
<p es el ángulo entre los vectores a y fe;

2) el vector [a, fe) es perpendicular tanto al vectora» como tam
bién al vector fe;

3) la tema ordenada do los vectores (a\ fe; (a, fe|) trazados desde 
un punto forma la base derecha (en el caso general, una base obli
cuángula) (íig. 5.17).
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Si por lo menos uno de los vectores a o b os un vector nulo, en
tonces el producto vectorial de dos vectores se considera igual al 
vector nulo:

K  b) 0.
El producto vectorial de dos vectores no nulos a  y b representados 

por sus coordenadas; a =  (j*,; i/,; zA) y b =  y2\ z2) es el vector

donde r 1 Zl\ , r 1 *l| , \ l son los detcrjninantes de segundo
Wft H \  k  k  yJi

orden.

I*as propiedades del producto vectorial:
|a ,  b] - b, al;
l</>a), b\ =  p [a, b\ (p es un número); 
i(a -1 b), c\ ^  [a, c] *r l&, *];
[a, [&, <?ll -  b (a, c) ■ c (a, b)\ 
lia, 61. c] =  b (a, c) — a  (6, c).

2.6. Producto mixto (escalar-vectorial) de vectores. Sea Oxyz 
un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con una base 
derecha (*, y; k). Se llanca producto mixto de tres vectores no nulos 
y no co plana res t representados por sus coordenadas respecto a la base
(í; /; *),

a =z {jrt; i/,; st), b = <;iy, ij2; z2>f c =  ( j3; y3; z3),

al número, cuyo valor absoluto es igual al volumen de un paralelepí
pedo, las aristas del cual son los vectores a , b, c, trazados desde un 
mismo punto; este numero es positivo, si la terna ordenada de los
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vectores (a; 6; c) forma una base de mano derecha y es negativo, si 
(a; 6; c) forma una base de mano izquierda1") (fig. 5.18).

El producto mixto de los vectores a; 6; o se designa (a, 6, c).

k

J

<pe(0;n) 
<<*,b. c>>o

Q

c
<pc(~7tp0)
<<*, b , c > < 0

Fig. 5.18-

Si los vectores a , b , c  son coplanarcs, entonces el producto mixto 
se considera igual a cero.

( a ,  6, c) =  0.
El producto mixto de los vectores a, b % c , representados por sus 

coordenadas so calcula como un determina uto de tercer orden:

( a ,  b , c )

*t y *
*2 y ¿ % ■
X S V i  Z3

Las propiedades del producto m ixto:

(a, 6, c) — fla, 6|, c);
{a, 6, c )  =  (16, el, a) =  (c, [a, 61) =  —(6, [a, el).

§ 3. Principios de geometría analítica
La geometría analítica del plano os una parle de la 

geometría, en )n cual las figuras geométricas se trazan según 
la determinación de la ecuación de la figura. Supongamos 
que en un plano se elige un sistema de coordenadas carte
sianas rectangulares Oxy. La figura geométrica (llamada co
rrientemente curva), so representa por la ecuación que tiene 
la forma

F (*, y) -  0, (1)
la cual se satisface por las coordenadas de los puntos per
tenecientes a la figura dada y no se satisface por las coorde
nadas de ningún punto, que no pertenecen a esta figura.

+) En caso de que la base í¡; }; k) sea de mano izquierda, el pro
ducto mixto de los vectores a; b\ c es p o s i l i v u ,  si la lerna de vectores 
(a; 6; c) forma una base de mano izquierda, y negativo, en caso con
trario.
10 —01477
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Las propiedades de una figura geométrica se aclaran median
te el estudio de las propiedades de la ecuación (1).

Las curvas simples que se estudian en la geometría ana
lítica del plano son la recta, hipérbola, parábola y elipse

(cuyo caso particular es la 
circunferencia).

3.1. La recta. Cada ecua
ción, lineal respecto a las va
riables x e y, es decir, la 
ecuación que tiene la forma

Ax -I- By -r C — 0, (2)
donde A y B  no son iguales a 
cero simultáneamente, repre
senta una recta en el sistema 
de coordenadas cartesianas 

rectangulares Oxy. Y, recíprocamente, cada recta puede ser 
representada por una ecuación lineal <juo tiene la forma (2).

La ecuación (2) se llama ecuación general de la recta.
Ciertas formas particulares de expresión de la ecuación 

de la recta:
1) La recta que forma un ángulo a  con dirección positiva 

del eje Ox c interseca el eje Oy en el punto (0; fe) se repre
senta por la ecuación (fig. 5.19)

y — kx +  b,
donde k =  tg a, a  6 10; n/2) (j (ji/2; n). El coeficiente k 
se llama coeficiente angular do la recta.

La recta que forma el ángulo a  con dirección positiva 
del eje Ox y que pasa por el punto (x0; y#) se representa por 
la ecuación y — y« =  k {x — x0) (k — tg a).

2) Ecuación segmentaria de una recta. La recta que in
terseca el eje Ox en el punto (a; 0) y el ejfe Oy en el punto 
(0; fe) (véase fig. 5.19) se representa por la ecuación

-§- +  -*- =  1 ( a # 0 ,  fe«^0).

3) La ecuación de la recta que pasa por dos puntos da
dos (tío coincidentes) (x,; y¡) y M 2 (x2; y2) tiene la forma

y ~./i __ x —ji
— xt — x t
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Posición recíproca de tres puntos. La condición necesaria 
y suficiente de pertenencia de tres puntos Afi ta; ¡M, 
Mt (Xji yt), M 3 (x3; y3) a una recta es la igualdaaSa cero 
del determinante de tercer orden:

x, y t i
*3 Vi 1
*s ys 1

« 0 .

Las coordenadas del punto Af0 que dividen el segmento 
M^Mi con los extremos M, (x,; y,), (xs; yt) respecto 
a X se definen por las relaciones

_ _£irH£» „ +
x° i+ x  » y° i+ x  •

Distancia de un punto a una recta. La distancia d del 
punto M„ (x0; y0) a la recta representada respecto al sistema 
de coordenadas rectangulares por la ecuación Ax -f- By -f  
+  C =  0 se calcula mediante la fórmula

d. =  M*«+g«'°+c l 
/3*T S* '

Posición reciproca de dos rectas en el plano. Dos rectas, 
representadas por sus ecuaciones generales

AiX +  Bty +  C, =  0, A tx +  Bty +  C2 •- 0,
se intersecan cuando y sólo cuando se diferencia del cero el 
doterminanle de segundo orden, compuesto de los coeficien
tes para las variables x e y:

At Bt 
A¡ Bz 0.

Las coordenadas (x0; y0) del punto de intersección de 
dos rectas dadas se definen mediante las fórmulas de Cramer:



Para que dos rectas, representadas por las ecuaciones 
generales

Axx +  fity -|- <7, -- 0, A¿i +  B2y +  C.¿ =  0, 
sean perpendiculares entre sí, es necesario y suficiente que 

A}A 2 +  BXB2 =  0.
Para que dos rectas, representadas en forma de ecua

ciones con coeficientes angulares kx y k2:
y =  kxx +  6lf y =  k2x +  62l

sean perpendiculares entre sí, es necesario y suficiente que 
los coeficientes angulares kx y k2 estén relacionados entre 
sí por la igualdad

kxk2 — ““1*
3.2* La circunferencia. Se llama circunferencia al con

junto do todos los puntos del plano que se encuentran a la 
distancia dada de un punto dado, situado en este plano.

2V* M étodo  d e  co o rd en ad as  C ap. 5.

La ecuación de la circunferencia de radio B con centro 
en el origen O del sistema de coordenadas cartesianas rectan
gulares Oxy tiene la forma

x* +  y2 =  R*.
La ecuación de la circunferencia de radio R con centro 

en el punto con las coordenadas (a; b) en el sistema de coor
denadas cartesianas rectangulares tiene la forma

(x -  a?  +  (y -  b f  =  R \
La ecuación de la circunferencia de radio fí con centro en el puuto 

(p0; %) en el sistema polar de coordenadas tiene la forma (fig. 5.20)
P* — typo eos (q> — <p0) +  p l  =  B * .

Si el centro de la circunferencia coincide con el polo (fig. 5.21), en
tonces la ecuación de la circunferencia de radio B en el sistema polar
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de coordenadas obtiene la forma
p =  R .

3.3, La elipse. Se Mama elipse al conjunto de puntos del plano, 
para los cuales la suma de las distancias a dos puntos dados dd 
plano F t y ^ 2  llamados focos es un valor constante positivo.

Para que el conjunto indicado de los puntos del plano no sea 
un conjunto vacío, es necesario aue el valor constante indicado sea 
mayor que la distancia entre los tocos.

Ecuación canónica de la  e lipse . Sea que en el plano se elige un 
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares O xy (fig. 5.22) y sea

que los puntos y F% con las coordenadas (-c; 0) y (c; 0) son respectiva
mente los focos de la elipse. Si M  es un punto arbitrario de la elipse, 
entonces, en vigor de la definición de la elipse, existe la igualdad*).

Los segmentos b\M  y b\M  se llaman radios focales de la elipse: 

I FXM 1 =  / ( H - c ) l + i/!, I /’,Af | =  / (* -« ) •+ » * .
Sustituyendo las expresiones para los radios focales en la igualdad 

(3), después de unas transformaciones no complicadas obtenemos la 
ecuación equivalente a la ecuación (3):

(a2 — c2) x 2 +  a2y 2 =  a2 (a2 — c2). (4)
Introduciendo un valor nuevo b =  j/a* — c3 , reducimos la 

ecuación (4) a la forma

La ecuación (5) se llama ecuación canónica de la elipse.
Los puntos de intersección de la elipse con sus ejes de simetría 

(en nuestro caso los ejes do simetría son los ejes de coordenadas Ox

*) Aquí es cómodo designar la distancia constante por 2a.
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y O y) se llaman vértices de la elipse. En la íig. 5.22 los vértices de la 
elipBe son los puntos con las coordenadas (a; 0)t (— a; 0), {0, ó), (0; — b). 
El segmento OA {\OA\ =  a) se ilama semieje mayor de la elipse y el 
segmento OB (\0B\ =  ó), semieje menor de la elipse. El punto O 
(en nuestro caso el origen del sistema de coordenadas) se llama centro 
de la elipse. La elipse es una figura simétrica central respecto al 
punto O.

La relación de la distancia entre los focos de la elipse a la longitud 
de su eje mayor se llama excentricidad de la elipse:

° — V ' - ( - t Y-  »
La excentricidad caracteriza la forma de la elipse: cuanto más 

cerca es la excentricidad a la unidad, tanto menor es la relación b/a 
y tanto más alargada es la elipse; cuanto tnenor es la excentricidad, 
tanto más cerca a la unidad es la relación b/a y tanto má9 parecida es 
la elipse a la circunferencia.

Utilizando la definición de excentricidad de la elipse (6), la 
ecuación (5) y la relación 6* »  a* — c2 se pueden obtener las expresio
nes de los radios focales de la elipse a través de su excentricidad

| t \M  | | J =»a — ex.
Directrices de la elipse. Supongamos que la elipse que se representa 

por la ecuación canónica

está alargada en dirección del eje Oxt es decir, a >  b. Dos radas per
pendiculares al eje mayor de la elipse (en nuestro caso al eje Ox) y si
tuadas a ia distancia a/e del centro de la elipse (en nuestro caso del 
punto O) se llaman directrices de la elipse (véase íig. 5.22). Las ecuacio
nes de las directrices de la elipse tienen la forma

Puesto que para la elipse e C  1, entonces la directriz de mano derecha 
se sitúa más a la derecha del vértice derecho de la elipse; análogamente, 
la directriz de mano izquierda se sitúa más a la izquierda de su vértice 
izquierdo.

Si r es la distancia de un punto arbitrario de la elipse a cierto 
foco, d es la distancia del mismo punto a la directriz que corresponde 
a este foco, entonces la relación r/d es un valor constante, igual a la 
excentricidad de la elipse:

La ecuación de la recta tangente a la elipse, dada por la ecuación 
canónica que pasa por el punto Afc (x5; y0) y que pertenece a la elipse
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i UoV _ i
a*~r b2 '

3*4, La hipérbola» Se llama fcipéróo/a al conjunto de pimíos» para 
ios cuales el valor absoluto de la diferencia de las distancias a dos 
puntos dados del plano Ft y Ftf llamados focos, es un valor positivo 
constante.

Ei conjunto de puntos M que forman la hipérbola» en vigor de la 
definición dada de la hipérbola» satisface a la ecuación*)

II FjM | — 1 b\M  |l -2 a .
Los segmentos t \M  y F9M se llaman radios focales de la hipérbola.
Ecuación canónica de la hipérbola. Sea que en un plano esta eligido 

el sistema de coordenadas cartesianas rectangulares O s \ j  (fig. 5.23)

y sea que los puntos con las coordenadas (—c; 0) y (c; 0) son foros do la 
hipérbola. Las coordenadas de cualquier punto ;W» perteneciente a la 
hipérbola, satisfacen la ecuación

1 Y (x 4-c)*-f ¡f2 — W  — c)2 +  y*\--2a. (7)
Suprimiendo la irracionalidad, la ecuación (7) .se puede reducir a la 
forma

(c2 —. a2) x 2 — a2y2 =  a 2 (cz — a2). (8)
Introduciendo en la examinación un valor nuevo b =  Y t<L — a* 

(c >  a), la ecuación (8) se puede reducir a la forma

La ecuación (3) se llama ecuación canónica de la hipérbola.
*) Es cómodo designar el valor constante por 2a.
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Los puntos do intersección de la hipérbola con sus ejes de simetría 
(en nuestro caso los ejes de simetría son los ejes de coordenados Ox 
y Oy) se llaman vértices de la hipérbola (en la fig. 5*23 los puntos A x 
y A 2 con las coordenadas (—a; 0) y (a; 0) respectivamente). El punto O 
(en nuestro caso el origen de coordenadas) se llama centro de la hipér
bola. La hipérbola es tanto una figura central simétrica, como tam
bién una figura simétrica respecto a los ejes O x  y O y. Las ramas de 
una hipérbola que se encuentran en el primer y tercer cuadrante de 
coordenadas (véase fig. 5.23) para \x \ —* oo se aproximan a la recta

y x. Las ramas de la hipérbola a
que se encuentran en el segundo y 
cuarto cuadrante de coordenadas paru 
|x| oo so aproximan a la recta 

b

Un rectángulo con los lados 2a 
y 26, situado simétricamente respecto 
a los ejes de la hipérbola, se llama 
rectángulo  p r in c ip a l de la hipérbola 
(fig. 5.24). En la literatura matemá
tica también se suelen llamar ejes de 
la hipérbola a los segmentos de longi

tud 2a y 2b que unen los punios medios de los lados opuestos del rec
tángulo principal. En vigor de esta terminología se dice que Inecuación

Fig. 5 24.

define la hipérbola con los semiejes a y b.
La relación de la distancia entre los focos de esta hipérbola y la 

distancia entre sus vértices se llama excen tricidad  de una hipérbola

e

" - ■ = j / i + ( U  •
La excentricidad de una hipérbola caracteriza la forma de su 

rectángulo principal y, por consiguiente, también la forma de la 
misma hipérbola: cuanto menor es la excentricidad de la hipérbola, 
tanto más alargado es su rectángulo principal en dirección del eje 
que une los vértices.

Una hipérbola se llama equilateral, si los lados del rectángulo 
principal son. iguales.

Utilizando la definición de excentricidad de una hipérbola (10), 
la ecuación de la hipérbola (9) y la relación b2 ^  c2 — a2, se pueden 
obtener las expresiones de los radios focales medíante la excentricidad. 
Para los puntos de la rama derecha de la hipérbola l^A f | — a +  ex,
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\F^M\ =¿ a — ex, Para los puntos He la rama izquierda de la hipérbola 
|FiAf| =  —a — e.c% I^Afl — a —* ex.

Directrices de una hipérbola. Dos rectas que son perpendiculares 
aleje He la hipérbola que la interseca, y que se encuentran a la distancia
— del centro de la hipérbola, se llaman directrices de una hipérbola.e

Las ecuaciones de las directrices en el sistema de coordenadas 
rectangulares, respecto al cual la hipérbola se da por la ecuación 
canónica

tienen la forma x — —ate, x =  afe. Puesto que para la hipérbola 
e >  1, entonces ia directriz de mano derecha se encuentra entre el 
centro y el vértice derecho de la hi
pérbola; análogamente, la directriz 
He mano izquierda so encuentra entre 
el centro y el vértice izquierdo (véase 
íig. 5.23). Las directrices de la hipér
bola tienen la propiedad siguiente: 
si r es la distancia de un punto arbi
trario de la hipérbola a cualquier fo- 
cot rf, la distancia del mismo punto a 
la directriz, correspondiente a este 
foco, entonces la relación r/d es un 
valor constante, igual a la excentri
cidad de la hipérbola: r/d =  e.

La ecuación He una recta tan
gente a la hipérbola, dada por la ecuación canónica (9) y que pasa 
por el punto M0 (jn; ?/„) perloneciente a la hipérbola, tiene la forma

UoV m

3.5. La parábola. Se llama ¡tarábala al conjunto de los puntos 
de un plano, para los cuales la distancia hasta cierto punto dado F 
que se llama foco es igual a la distancia hasta cierta recta dada llamada 
directriz♦).

La distancia p del foco F a la directriz de la parábola se llama 
parámetro de la parábola.

El conjunto de los puntos M  que forman la parábola, en vigoT 
de la definición dada de la parábola, satisface la ecuación

1 FM | =d.
Ecuación canónica de la parábola. Sea que en el plano está elegido 

un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares Oxy y sea que el 
punto con la9 coordenadas (p/2; 0) es el foco de la parábola, y la recta, 
dada por la ecuación x »  —/>/2, es la directriz de la parábola (fig. 5.25).

*) Al mismo tiempo se supone que el punto F no pertenece a la 
directriz.
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Las coordenadas (x\ y) de cualquier punió A/, perteneciente a ia 
parábola, satisfacen la ecuación

V  (*-f)’+|,,=*-*~f- (11)
Suprimiendo la irracionalidad, se puede reducir la ecuación (11) 

a la forma
y 2 =  2 p x , (12)

La ecuación (12) se llama ecuación canónica de la parábola.
El eje de simetría de la parábola (en nuestro caso el eje de sime

tría es el eje Oz) se llama eje de la parábola. El punto de intersección 
de la parábola con el eje de simetría se llama vértice de la parábola 
(en nuestro caso el vértice de la parábola coincide con el origen de 
coordenadas).

Observemos que en vigor de la definición de la parábola y de las 
propiedades de las directrices de la elipse e hipérbola se puede suponer 
condicionaImcnte que la parábola tiene una oxeentricidad igual a la 
unidad.

La ecuación de la recta tangente a la parábola, dada por la ecua
ción canónica (12) y que pasa por el punto A/0 (xo¡ ifo)i perteneciente 
a la parábola, tiene la forma

H'J =  P (* +  *o>-



CAPITULO 6

Geometría

El surgimiento de la geometría se refiere a la antigüedad 
profunda y fué acondicionado por las necesidades prácticas 
de la actividad humana (por la necesidad de inedición de 
terrenos, medición de volúmenes de distintos objetos, etc.). 
Los conocimientos y conceptos geométricos simples ya oran 
conocidos en Egipto Antiguo. Eii este periodo las afirma
ciones geométricas se formulaban en forma de reglas sin 
demostraciones. Del siglo VII antes de nuestra era hasta 
el I siglo de nuestra era la geometría se desarrolló acelerada
mente en Grecia Antigua. En este período no sólo se acumula
ron los distintos conocimientos, sino que se elaboró la meto
dología de las demostraciones de las afirmaciones geométri
cas. También se realizaron los primeros intentos de formular 
los principales conceptos primarios (axiomas) de la geome
tría, de los cuales mediante razonamientos puramente lógicos 
se deduce un conjunto de distintas afirmaciones geométricas. 
El nivel de desarrollo de la geometría en la Grecia Antigua 
se refleja en la obra de Euclides los Elementos. En esta obra 
por primera vez fué hecho un intento de dar una construc
ción sistemática de la planimetría sobre la base de los 
conceptos geométricos indefinibles fundamentales y de 
axiomas (postulados). Un lugar singular en ia historia de las 
matemáticas lo ocupa el quinto postulado de Euclides 
(axioma de las rectas paralelas). Durante mucho tiempo los 
matemáticos trataron sin éxito de deducir el quinto postula
do de los demás postulados de Euclides, y sólo a mediados 
del siglo XIX, gracias a las investigaciones de N. I. Loba- 
chevski, B. Riemann y Bolyai, se hizo claro que el quinto 
postulado rio puede ser deducido de los demás, y el sistema 
de axiomas, propuesto por Euclides, no es el único posible.
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Los Elementos de Euclides ejercieron una enorme influencia 
en ni desarrollo de las matemáticas. Esta obra durante más 
de dos mil años ha sido no sólo un manual de geometría, 
sino también un punto de partida para muchísimas investi
gaciones matemáticas, de resultas de las cuales surgieron 
nuevas partes independientes de las matemáticas.

La construcción sistemática de la geometría suelo rea
lizarse según el esquema siguiente:

1) Se enumeran los conceptos geométricos fundamenta
les, los cuales se introducen sin definiciones.

2) Se da la formulación de los axiomas de geometría.
3) Sobre la base de los axiomas y de los conceptos geo

métricos fundamentales se formulan los demás conceptos 
geométricos y teoremas.

En calidad de conceptos fundamentales (indefinibles) 
de la geometría se suele tomar los objetos de los tres tipos 
siguientes:

1) los puntos que suelen designarse con las letras A, B ,
C-------;

2) las rectas que suelen designarse con letras a, b, c,
3) los planos que suelen designarse con letras a, 0, y, ... 

se llama figura geométrica a un conjunto cualquiera de pun
tos del espacio (plano). Una figura geométrica se llama 
plana, si todos sus puntos le pertenecen a un plano.

La intersección de dos (o varias) figuras geométricas es 
una figura compuesta de todos aquellos y sólo aquellos pun
tas, los cuales pertenecen a cada una de las figuras dadas. En 
la teoría de los conjuntos dos conjuntos cualesquiera tienen 
una intersección (la cual puede ser también un conjunto 
vacío). En geometría en vez de las palabras «la intersección 
de dos figuras es vacía» se suele decir que las figuras no se 
intersecan.

La unión de dos (o varias) figuras geométricas es una 
figura, compuesta de todos aquellos y sólo aquellos puntos, 
los cuales pertenecen por lo menos a una de las figuras dadaB.

§ 1. Rayo. Segmento
1,1. Rayo. Sea a cierta recta, y O cierto punto de la 

recta a . El punto O parte el conjunto de puntos de una recta 
en dos conjuntos: uno que se encuentra más a la izquierda del
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punto O y otro que se encuentra más a la derecha del mismo 
punto (fig. 6.1). Estos conjuntos so llaman rayos abiertos, 
que salen del punto O (o con el origen en el punto O).

El conjunto de todos los puntos de la recta a que se 
encuentran mps a la derecha (a la izquierda) del punto 0 , 
incluyendo el punto O, se llama rayo y se designa Oa (indican-

a
0 A

Fig. 6.1.

do la recta y el origen del rayo) ♦). Sobre el rayo Oa se dice 
que pertenece a la recta a.

Sea 0 ^  y 0 2ht dos rayos. Son posibles los siguientes 
casos de su posición reciproca:

1) Los rayos Oxhx y 0 2h2 están situados en una recta. Se 
llaman codirigidos, si uno de los rayos se contiene en el

otro (íig. 6.2), es decir, si la intersección do ellos es un rayo 
y se llaman de direcciones opuestas, si ninguno de los rayos 
se contiene en el otro (fig. 6.3), es decir, si la intersección do 
ellos no es un rayo.

2) y 0 2k2 están situados en rectas paralelas. Estas 
dos rectas pertenecen a cierto plano. Tracemos por los pun
tos Ox y Oz una recta que parte el plano en dos semiplanos con 
la frontera OlOi . Si ambos rayos están situados en uno de *)

*) Se usau también las designaciones media ate una letra latina 
(cuando se conoce c) punto de origen) y la designación OA 9 donde A 
es un punto arbitrario de un rayo (abierto).
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estos semiplanus (fig. 0.4), entonces tales rayos se llaman 
codirigidos y se escribe Ó ,/¿, f f  OJt.¿. Si las rayos Oxkt y 
OJi2 están situados en semiplenos distintos, entonces se 
llama de direcciones opuestas (fig. 6.5) y ” se escribe 
0 1h l t i  O . J H .

Para los rayos, pertenecientes a las rectas no para
lelas, no se introduce e) concepto de codirección (o de la 
dirección .contraria).

Propiedades de los rayos codirigidos.
1) Cualquier rayo está codirigido a sí misino (veflexi- 

vidad).
2) Si el rayo 0 1hl está codirigido al rayo 0 2h2, entonces 

también el rayo O.Ji2 está codirigido al rayo Olhi (simetría).

3) Si el rayo Oxhx está codirigido al rayo 0 2h2J y el rayo 
0 2h2 está codirigido al rayo 0 3h3, entonces el rayo Oihx 
está codirigido al rayo 0 3h3 (transitividad).

El conjunto de todos ios rayos del plano, coda uno de las 
cuales está codirigido con un misino rayo, se llama dirección 
en el plano.

El conjunto de todos los rayos de) espacio, cada uno 
de los cuales está codirigido con un mismo rayo, se llama 
dirección en el espacio.

1.2* Segmento. Sean A y B dos puntos distintos de la 
recta a. Se llama segmento al conjunto de todos los puntos 
de una recta af situados entre los puntos A y tí, incluyendo 
los puntos A , tí. Los puntos £  y tí se llaman extremos de 
un segmento, y todos los demás puntos, puntos interiores 
del segmento. Un segmento con los extremos A , tí se de
signa Atí.

La longitud del segmento Atí se designa frecuentemente 
| A tí ¡. Los segmentos se consideran iguales, si sus longitu
des son iguales.
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§ 2. Ángulos del plano

2.1. Noción de ángulo. Se llama ángulo a un par de rayos 
distintos Oa y Ob que salen del mismo punto 0, y se designa 
con el símbolo /J a ,  6). El punto O se llama vértice del 
ángulo, y los rayos Oa y Ob, lados del ángulo. Si A y B son 
dos puntos de los rayos Oa y 06, entonces ¿ (a, 6) se designa 
también con el símbolo ¿LAOB (fig. G.6).

AI ángulo /J a ,  6) se llama llano, si los rayas Oa y 06 
que salen del mismo punto están situados en la misma recta 
y no coinciden (es decir, se dirigen en direcciones opuestas).

Junto con la definición de ángulo citada más arriba 
muy a menudo se usa tal definición de. ángulo: se llama 
ángulo a la figura, formada por dos rayos con un origen 
común y limitada por los mismos por una parte del plano.

Dos ángulos se consideran iguales, si uno de ellos se puedo 
superponer sobre el otro de tal manera que los lados de los 
ángulos coincidan. O, mejor dicho, dos ángulos se consideren 
iguales, si existe una isometría que traslade un ángulo en 
otro (sobre la isometría del plano véase p. 25.3).

Se dice que el rayo OC que sale del vértice del ángulo 
¿_AOii está situado entre sus lados, si interseca el segmento 
AB (fig. 6.7). Se dice que el punto C se encuentra entre los 
lados del ángulo, si por este punto se puede trazar un rayo 
con el origen en el vértice del ángulo, situado entre los lados 
del ángulo. El conjunto de todos los puntos del plano, si
tuados entre los lados del ángulo, forma una región interior
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del ángulo (fig. 6.8). La parte restante del plano se llama 
región exterior deis ángulo.

El ángulo Z_(a, b) se considera mayor que el ángulo 
Z_(c, d)t si el ángulo Z_(c, d) se puede superponer sobre el

Fig. 0,8.

ángulo b) de tal manera* que después de coincidir
un par de lados, el otro lado del ángulo Z. (c, d) estará

situado entre los lados del án- 
a/*  guio Z_(fl, 6). En la fig. 6.9

c A.AOB es mayor que Z.AOC.
^ — ' Sea que un rayo c está sitiia-

¿ do entre los lados del ángulo 
‘ /-{&, b) (fig- 0.10). Los paros

de los rayos ay c y cy b forman 
dos ángulos. Del ángulo /_{a, b) 
se dice que es la suma de dos 

ángulos c) y Z (c: b) y se escribe
¿ S a ,  b )  — ZL(a, c )  -f Z.(c, b ) .

Se llama bisectriz del ángulo al rayo que tiene el origen 
en el vértice del ángulo, el cual divide este ángulo en dos 
ángulos iguales.

2.2. Medición de los ángulos en grados. Parí) la medición 
por grados de los ángulos como unidad principal de medición 
de los ángulos («patrón de referencia» de mi ángulo, con el 
cual se comparan los distintos ángulos) se toma el ángulo 
de un grado (se designa Io). El ángulo de un grado es el que 
es igual a 1/180 parte del ángulo llano. El ángulo igual a 
1/60 parte del ángulo de 1° es el áugulo de un minuto (se
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designa 1'). El ángulo igual a 1/60 parte del ángulo de un 
minuto es el ángulo de un segundo (se designa l").

2.3. Medición de los ángulos en radianes. Junto con la 
medición de los ángulos en grados en geometría y trigono
metría se practica también la medición de 
los ángulos on radianes. Examinemos 
una circunferencia de radio R con cen
tro O. Trazemos dos radios OA y OB  de 
tal manera que la longitud del arco AB sea 
igual al radio de la circunferencia (fig. 6.11).
El ángulo central obtenido /LAOB es un 
ángulo de un radián. El ángulo igual a un 
radián so toma por unidad do medición Fig. 0.11. 
angular en radianes. En la medición 
angular en radianes el ángulo llano es igual a ji radianes»

Las unidades de medición en grados y radianes de los 
ángulos están relacionadas por las igualdades:

1 radián =  »r)7&17'45";
ji

Io =7^? del radián zz 0,017453 del radián;

V ss z7~ ¡tí dol radián «  0>000291 * del radián;loU•ÜU

1" - dol radián W 0,000005 dol radián.
1o U • UU •OÜ

La medida en grados (o en radianes) se llama también 
magnitud del ángulo. La magnitud del ángulo ¿LAOfí

a veces se designa AOB.
2.4• Clasificación de los ángulos. Uu ángulo, igual a 

90°, o en radianesn/2, se llama ángulo recto; frecuentemente 
se designa con la letra d. Un ángulo, mouor do 90°, so llama 
agudo; un ángulo mayor de 90°, pero menor do 180°, so llama 
obtuso.

Dos ángulos que tienen uu lado común, cuya suma es 
igual a 180°, se llaman adyacentes. Dos ángulos que tienen 
un lado común, cuya suma es igual a 90°, se llaman comple
mentarios.
1 7 -0 1 4 7 7
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2.5. El ángulo entre direcciones. Si en el plano están 
elegidas dos direcciones, entonces en cada punto 0  del plano 
comienza un rayo OA de la primera dirección y un rayo Otí 
de la segunda dirección. El ángulo entre los rayos OA y OB 
se llama ángulo entre dos direcciones en el plano. El ángulo 
entre las direcciones no depende de la elección de un punto 
inicial de los rayos.

Se llama ángulo entre dos direcciones en el espacio al 
ángulo entre dos rayos cualesquiera de estas direcciones que 
tienen un comienzo común.

§ 3. Paralelismo y perpendicularidad 
en el plano

3.1. Paralelismo en el plano. Dos rectos distintas a 
y b que se encuentran en un misino plano se llaman parale

las, sí no tienen ningún punto 
común.

Cualquier recta se consi
dera paralela a sí misma. Para 
la designación del paralelismo 
de las rectas se usa el símbolo]].

Las propiedades de las rec
tas paralelas son:

1) Cualquier recta es para
lela a sí misma (reflexivídad).

2) Si la recta a es paralela 
a la recta b1 entonces también

la recta b es paralela a la recta a (simetría).
3) Si la recta a es paralela a la recta 6, y la recta b es 

paralela a la recta c, entonces también la recta a es paralela 
a la recta c (transitividad).

El conjunto de todas las rectas paralelas en el plano se 
llama haz do rectas paralelas.

Do resultas de la intersección de dos rectas por una tercera 
se forman ocho ángulos (fig. 6.12). Los pares de ángulos Z.1, 
¿Jk Z 2 , Z A  Z.7; Z A  se llaman ángulos co
rrespondientes] los pares Z A  ¿J>\ Z.6 se llaman ángulos
alternos internos  ̂ los pares ¿ 1 ,  /_1\ Z A  Z.8 se llaman ángu
los altemos externos; los pares Z A  Z*r>; Z A  ZJ> so llaman 
ánguU)s adyacentes.
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Criterios de paralelismo de las rectas:
1) Si al intersecarse dos rectas a y b por una tercera 

los angulas correspondientes son iguales, entonces las rectas 
a y  b son paralelas.

2) Si al intersecarse dos rectas a y b por una tercera los 
ángulos alternos internos (o externos) son iguales, entonces 
las rectas a y b son paralelas.

3) Si al intersecarse dos rectas a y b por una tercera los 
ángulos adyacentes suman 180°, entonces las rectas a y b 
son paralelas.

Teoremas sobre los segmentos iguales:
1) Si desdo los puntos O y Ot trazamos en la misma 

dirección segmentos iguales OA y OxAu entonces los seg
mentos 0 0 1 y AAX son iguales y paralelos*) (íig. 6.13).

2) (Teorema de Tales). Si en una recta trazamos varios 
segmentos iguales y a través de sus extremos trazamos rectas 
paralelas que intersecan la segunda recta, entonces ellas 
cortarán en la segunda recta segmentos iguales (fig. 6.14).

Los segmentos se llaman proporcionales, si sus longitudes 
son proporcionales.

Teoremas sobre los segmentos proporcionales:
1) Las rectas paralelas que intersecan los lados del 

ángulo cortan en ellos segmentos proporcionales.

*) Lo» segmentos pertenecientes a las rectas paralelas, se llaman 
segmentos paralelos.
il*

Fig, 6.13, Fitf. 6,14.
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En la fig. 0.15 las rectas AAt y WW, son paralelas. En 
vigor del teorema formulado arriba

KM, 1 lOA 1
I 0¡h [ | Olí r

2) Si los segmentos O A , y OIix son proporcionales a los 
segmentos OA y Olí y están situados respectivamente en

\

Fig. 11.10.

los rayos O A , y OA, entonces las recias AAt y ttfij son 
paralelas (véase íig. 0.15).

3.2. Perpendicularidad en el plano. Dos rectas, en cuya 
intersección so forman ángulos rectos, so llaman perpendicu
lares entre sí. Ea perpendicularidad mutua do las rectas se 
anota con el símbolo J_:

a _L l>-
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Teoremas sobre las recias perpendiculares.
1) Sí o» un plano so dan un punió y una roda, entonces 

existo una sola recta que contiene el punto dado y os per
pendicular a la recta dada.

2) Si una recta es perpendicular a una de las rectas del 
haz de las rectas paralelas, entonces ella es perpendicular 
a cualquiera otra recta de este haz.

3.3* Distancia de un punto a una recta. Sea que el pun
to A está situado fuera de la recta a . Construyamos una rec
ta p perpendicular a la recta dada a y que pasa por el pun
to A (fig. fi.lfi). Designemos a travos de O el punto de inter
sección de las recias a y />. líl punto O so llama base de la 
perpendicular p.

La distancia del punió A a la recta a se llama longitud 
del segmento OA. La distancia del punto/t a cualquier pun
to de la recta a, dist inta del punto O, es mayor que la distan
cia de! punto A a la recta a.

§ 4. Paralelismo y perpendicularidad 
en el espacio

4.Í. Paralelismo de la reda y el plano. Un piano a y 
una recta a que no pertenece por completo al plano a se 
llaman paralelos, si no tienen ningún punto común. Cual
quier recta a que pertenece al plano a se considera paralela 
al plano a. líl paralelismo del plano a y la recta a se escribe 
mediante el símbolo ||:

a || a o a || a.
Criterio de paralelismo de una recta y un plano:
Si una recta es paralela a cualquiera recta situada en 

un plano, entonces la recta y el plano dados son paralelos.
Teoremas sobra el plano y la recta, paralela al plano:
1) Si un plano contiene una recta paralela a otro plano 

c interseca este plano, entonces Ja línea de intersección de 
los planos es paralela a la recta dada.

2) Si a través de cada una de dos rectas paralelas está 
trazado un plano arbitrario y estos planos se intersecan, 
entonces la linca de intersección es paralela a cada una de 
las rectas dadas.

4,2. Paralelismo de los planos. Dos planos a  y p se lia-
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man paralelos, si no tienen un punto común o coinciden.
Para la designación del paralelismo de tos planos se usa 

el símbolo 1|:
a II P-

Propiedades de planos paralelos:
1) Cualquier plano es paralelo a si mismo (reflexividad).
2) Si el plano a es paralelo al plano p, entonces también 

el plano p es paralelo al plano a (simetría).
3) Si el plano a es paralelo al plano p, y el plano p es 

paralelo al plano y, entonces el plano a es paralelo al plano 
y (transitividad).

Criterio de paralelismo de dos planos:
Si dos rectas que se intersecan de un mismo plano son 

paralelas respectivamente a dos rectas de otro plano, enton
ces estos planos son paralelos.

Teoremas sobre los planos paralelos:'
1) Si dos planos paralelos êd' intersecan por un tercero, 

entonces las lineas de intelección son paralelas.
2) A través do un punto dado que no pertenece al plano 

dado se puede trazar uno y sólo un plano paralelo al plano 
dado.

3) Si cada uno de dos planos dados es paralelo al tercero, 
entonces dos pianos dados son paralelos entre sí.

4.3. Perpendicularidad de una recta y un plano. Una 
recta y un plano se llaman mutuamente perpendiculares, si 
la recta es perpendicular a cada recta perteneciente al plano.

Para la notación de la perpendicularidad de la recta y 
del plano se usa el símbolo _L:

a _L o o « I b .
Una recta que es perpendicular al plano se llama per

pendicular a este plano. Por cada punto dado del espacio 
se puede trazar una y sólo una recta perpendicular al plano 
dado.

Criterio de perpendicularidad de una recta y un plano:
Si una recta es perpendicular a cada una de las dos rectas 

que se intersecan y que se encuentran en el plano, entonces 
esta recta y el plano son perpendiculares entre sí.

Teoremas sobre la perpendicularidad de la recta y el plano:
1) Dos perpendiculares al plano distintas sou paralelas,



Paralelismo y perpendicularidad en el espacio 203

2) Si una de las dos rectas paralelas es perpendicular al 
plano, entonces también la otra recta es perpendicular a este 
plano.

3) Una recta que es perpendicular a uno de las dos planos 
paralelos es también perpendicular a otro piano.

4) Dos planos, perpendiculares a una misma recta, son 
paralelos.

4.4. Distancia de un punto a un plano* Sea que el pun
to Ai no perteneco al plano a. Tracemos por el punto A x 
una perpendicular al plano* De
signemos el punto de intersec- ^/n
ción de la perpendicular con el 
plano con la letra A (íig. 0.t7).
El punto A es la base de la per
pendicular y la longitud del 
segmento AAXi la distancia del 
punto A x al plano a.

La distancia del punto A x al 
plano a es menor que la distancia 
del punto A a cualquier punto del 
plano a y distinto del punto A.

4*5. Perpendicularidad de los planos* Dos planos se 
llaman p e r p e n d ic u la r e s  entre sí, si el ángulo entre ellos os 
igual a 90°. Para designar la perpendicularidad mutua 
de dos planos se usa el símbolo JL*

Criterio de perpendicularidad de los planos:
Si un plano contieno una perpendicular a otro plano, 

entonces aquél es perpendicular a éste.
Teorenui sobre los planos perpendiculares entre sí:
Si dos planos son perpendiculares entre sí, entonces la 

recta, perteneciente a uno de los planos y perpendicular a la 
línea de intersección de los planos, es perpendicular al otro 
plano.

4*6* La oblicua. Una recta que interseca un plano, pero 
que no es perpendicular a él, se llama oblicua al 
plano.

Teorema sobre las tres perpendiculares:
Para que una recta que está situada en el plano sea 

perpendicular a una oblicua, os necesario y suficiente que 
esta recta sea perpendicular a la proyección de la oblicua 
sobre este plano.
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4.7. Rectas cruzadas* Dos rectas se llaman cruzadas, sí 
no se intersecan y no son paralelas. Para designar las 
recias c r u z a d a y b se usa la notación a -  b.

Criterio de recias cruzadas:
SÍ una ile dos recias se encuentra en cierto plano, y la 

oirá interseca este plano en un punto que no pertenece a la 
primera recta, entonces las rectas dadas se cruzan.

Se llama perpendicular común de dos rectas cruzadas al 
segmento que satisface las condiciones:

1) un extremo del segmento pertenece a una recta, y el 
otro, a otra;

2) la recta que contiene el segmento es perpendicular 
a ambas rectas cruzadas;

Se llama distancia enlre dos recias cruzadas a la longitud 
de un segmento de una recta, que es perpendicular tanto 
a una, como a otra recta, con los extremos en las rectas 
cruzadas.

5.1.
§ 5. Proyección sobre un plano 

Proyección paralela. Sean dados un plano a  y una
recia / que interseca id plano a (fig. (J.18). Tomemos un 

punto arbitrario del espacio A\ v tra
cemos por él una recia /,, paralela a l. 
La recta intersecará el plano a en 
cierlo punto A. El punto A obtenido 
de taí manera se llama proyección del 
potito A x sobre el plano a en la pro
yección paralela de la recta L En bre
ve se suele decir que el punto A es la 
proyección paralela del punto A x*

Se llama proyección paralela de la 
figura espacial al conjunto 0  de 
proyecciones paralelas de todos los 
puntos de la figura dada.

Las propiedades de la proyección paralela *) san:
1) La proyección de una recta es la recta.
2) Las proyecciones de las rectas paralelas son paralelas.

Fig. 6.18.

*) A q u í si? su p o n e  q u e  la  p r o y e c c ió n  se  e fec tú a  p a r a le la m e n te  
a la  r ec ia  f, la c u a l no e s  p a ra le la  a la s  r e c ia s  o  a lo s  se g m e n to s  a p r o y e c 
tar.
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3) La relación de las proyecciones de dos segmentos 
paralelos es igual a la relación de dos segmentos a proyectar.

5.2* Proyección ortogonal. La proyección ortogonal es 
un caso particular de la proyección paralela.

Sean dados un plano a y una recia perpendicular a a. 
Tomemos un punto arbitrario del espacio A x y tracemos 
por este punto una recta lu pa
ralela a l (por consiguiente, per
pendicular al plano a). La recta 
lj interseca el plano a en cierto 
punto A (fig. (>.19). El punto .4 
obtenido se llama proyección or
togonal del punto Aj sobre el 
plano a.

El conjunto <J> de proyeccio
nes ortogonales de todos Jos pun
tos de una íigura dada <I>| se 
llama proyección ortogonal de la 
figura <lJj sobre el plano a. Como un caso particular 
de la proyección paralela, la proyección ortogonal tiene todas 
las propiedades de la proyección paralela.

La propiedad de la proyección ortogonal de un polígono 
plano es:

El área de la proyección ortogonal de un polígono plano 
sobre el plano a es igual al área del polígono a proyectur, 
multiplicado por el coseno del ángulo entre el plano del 
polígono y el plano a .

§ 6. Ángulos en el especio
6.1. Ángulo entre la oblicua y el plano. El ángulo en

tre la oblicua y su proyección ortogonal sobre el plano se 
llama ángulo entre la oblicua y el plano.

El ángulo entre la oblicua a y el plano a suele designarse
¿L (a, a).

6.2. Ángulo diedro. Sean dados dos planos no paralelos 
a y p. El piano a sirve de frontera común de dos semiespa- 
cios y P 2t y el plano p, de frontera para los semiespacios 
Qi y Qv Elijamos un se ni ¿espacio de cada par, por ejemplo, 
P2 y Q2 (fig- 6.20) y examinemos su intersección P 2 f) Q2-
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Se llama ángulo diedro *) a Ja intersección de dos se- 
miespacios, cuyas fronteras son planas no paralelas.

Cada ángulo diedro está limitado por dos semiplanos que 
se llaman sus caras. Una recta que es frontera común de dos 
caras del ángulo diedro se llama arista del ángulo diedro* 
Todos los puntos del ángulo diedro que no pertenecen a sus 
caras forman su región interior.

El ángulo diedro se designa mediante el signo Z_ y con 
las letras que indican sus caras y su arista. Además, la letra

que designa el arista se pone entre las letras que designan 
sus caras. Por ejemplo, el ángulo que se muestra en la 
fig. 6.21 se designa ¿Laafí. Se usa también la designación 
breve del ángulo diedro por su arista, por ejemplo: ¿ jt \  
¿LAB (fig. 6.21).

La intersección del ángulo diedro y un plano perpendicu
lar a su arista se llama ángulo lineal de) ángulo diedro.

El ángulo diedro se mide por su ángulo lineal. Cuantos 
grados, minutos y segundos tiene el ángulo lineal, tantos 
grados, minutos y segundos tiene el ángulo diedro.

*EI ángulo diedro será recto, agudo n obtuso, en función 
de si el ángulo lineal del ángulo diedro es recto, agudo u 
obtuso.

Dos ángulos diedros son iguales, si son iguales sus ángu
los lineales.

6.3. Angulo entre dos planos. Dos planos que se inter
secan definen en el espacio cuatro ángulos diedros. Estos

+) El ángulo diedro se puede definir también como dos semiplanos 
que tienen una frontera común.

Fig. 6.20* Fig. <5.21.
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ángulos diedros son por pares iguales y la suma de dos ángu
los que tienen una cara común es igual a 180°. El menor 
de los dos ángulos se llama ángulo entre estos planos* Si 
dos pianos son paralelos, entonces el ángulo entro olios se 
considera igual a 0°.

El ángulo entre los planos a, p se designa p).

§ 7. Quebrada. Polígono
Se llama linea quebrada (o simplemente quebrada) la 

unión do segmentos, en la cual el extremo de cada segmento 
(menos, puede ser, el último) es el comienzo del siguiente.

además, los segmentos que tienen un extremo común no 
están situados en una misma recta. Los segmentos quo com
ponen la quebrada se llaman lados de una quebrada, y los 
segmentos que tienen un extremo común se llaman lados 
adyacentes de una quebrada.

Una quebrada se llama cerrada, si el extremo de su último 
laclo coincide con el origen del primer lado.

Una quebrada se llama simple^ si cada uno de sus lados 
tiene sólo un punto común con el otro lado y este punto es 
el extremo del lado.

En la fig. 6.22 se muestran dos tipos de quebradas. Las 
quebradas que se muestran en la fig. a) y b) son simples. 
Sólo tales quebradas examinaremos posteriormente.

Una quebrada cerrada simple parte el plano en dos re
giones, interior y" exterior, respecto a la quebrada dada. 
La región exterior tiene la propiedad de que en ella se puede 
trazar una recta que pertenece por completo a esta región.

Se llama polígono a una quebrada cerrada simple junto 
con su región interior. Al mismo tiempo, la misma quebrada 
se llama frontera del polígono, y su región interior se llama
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región inferior de! polígono. Los (orlos de lo frontera del 
polígono se llaman latios del mismo, y los punios de inter
sección de los lados, vértices del polígono. El número do 
vértices de un polígono es igual al número de sus lados. 
Por lo general el polígono se designa enumerando sus vérti

ces. En la fig. 5.2-S en id polígono AítCIJfi AIiy UC, CD, 
DE y AE son los lados riel polígono, /t, //, C\ />, E% los 
vértices.

Un polígono se llama convexo, si contiene completamente 
el segmento que une dos de sus pinitos cualesquiera, o,'con 
otras palabras, un polígono se llama convexo% s¡ al pro
longar cualquiera de sus lados lodo el polígono se encuentra 
a un lado do esta reda. Kii la fig. b , L a, b están represen
tados los polígonos convexos; en la fig. Ci.lí'i, c, (l, los no 
convexos. En lo sucesivo vamos a examinar sólo los polígo
nos convexos.

Tracemos del vértice de un polígono dos ríiyos que 0011” 
tienen dos lados adyacentes del polígono convexo (fig. 0.25). 
Estos dos rayos parlen el plano en dos regiones. El polígono 
convexo se encuentra completamente en una de las reglones. 
Esta región se llama ángulo interior (o simple ángulo) del 
polígono. Kl ángulo adyacente a su ángulo interior se llama 
ángulo exterior de un polígono convexo. En la fig. 0.2b se 
indica con un rayado uno de los ángulos exterioras del 
hexágono ABCDEF.

El polígono se denomina por el número de sus úngelos. 
Así, por ejemplo, un polígono con tres ángulos e Ihma 
triángulo, un polígono con cuatro ángulos se llama maá tá
lero, etc.
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La suma de les ángulos interiores de un /¿ polígono con
vexo es igual a 2d (n — 2) (d es el valor del ángulo roclo).

La suma do ios ángulos oxtenores do un polígono conve
xo, tomados de uno en uno para cada vértice, es igual a 4<L

La suma de todos Jos lados de un polígono se llama perí
metro del polígono. 121 perímetro suele designarse por el 
símbolo Pnt donde el índice n indica el numero de Jados del 
polígono.

Se llama diagonal de) polígono al segmento que une dos 
vértices no vecinos del mismo. J2n la fig. 0.23 ACy AD , /?Z), 
RE, CE son las diagonales del pentágono AHCDE. 121 nú
mero de diagonales de un «-polígono convexo es igual
a - i n (n — 3).

Un polígono se llama regular, si todos sus lados son 
¡guales y todos los ángulos interiores también son iguales 
entre sí.

§ 8. Triángulos

8.1. Principales propiedades. Un polígono con tres án
gulos (y con tres lados) se llama triángulo.

Los principales elementos del triángulo son sus lados y 
sus ángulos.

Se dice que en el triángulo AIíC (fig. (i.27) el lado a 
está situado frente al ángulo a y, inversa, frente al lado a 
se encuentra el ángulo a. Análogamente, b está situado frente
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B

a p, c, frente a y. Va triángulo se define completamente *) 
por cualquier tenia siguiente de sus elementos principales: 
o por sus tres lados, o por ún lado y dos ángulos, o por dos 
lados y el ángulo entre ellos.

Para la existencia de un triángulo, representado por 
tres lados a, b, c, es necesario y suficiente el cumplimiento

de las desigualdades llamadas 
desigualdades del triángulo: 

o +  b >  c, 
a +  c >  b, 
b e >  a.

Para la existencia de un 
triángulo, representado por el 
lado a y los ángulos a, p, es ne
cesario y suficiente el cumpli
miento do la desigualdad

a  +  p <  180°,
y para la existencia del triángulo, representado por los la
dos b, c y el ángulo y entre ellos, es necesario y suficiente 
el cumplimiento de la desigualdad

y <  180°.
Gn calidad de lerna de los elementos que definen unívo

camente el triángulo, se pueden elegir también otras combi
naciones de elementos. Algunas de tales combinaciones se 
dan en el $ 13.

No cualquiera terna de los elementos principales del 
triángulo representa unívocamente el triángulo. Así, por 
ejemplo, dando tres ángulos del triángulo a, P, y (ellos 
no son independientes y se relacionan entre sí por la igual
dad a 4- p +  y =  180°) , se puede construir tanto como se 
quiera muchos triángulos desiguales con los mismos ángu
los a, p, y (estos triángulos son semejantes).

Relaciones entre los lados y los ángulos del triángulo:
1) Frente al lado mayor se encuentra el ángulo mayor.
2) Frente al ángulo mayor se encuentra el lado mayor.

*) Más exactamente, la representación de estas ternas de ele
mentos da un conjunto de triángulos iguales.



triángulos 271§ «.

3) Frente a los lados iguales se encuentran los ángulos 
iguales, y, a la inversa, frente a los ángulos iguales se en
cuentran los lados iguales.

Relación entre los ángulos interiores y exteriores de un 
triángulo:

La suma de dos ángulos interiores cualesquiera del 
triángulo es igual a su ángulo exterior, adyacente con el ter
cer ángulo.

Los lados y ángulos del triángulo se relacionan entre sí 
mediante proporciones que se llaman teorema de los senos 
y teorema de los cosenos (véase capitulo 7).

Un triángulo se llama obtusángulo, rectángulo o acutángu- 
lo, si su ángulo interior mayor es mayor, igual o menor que 
90° respectivamente.

El área del triángulo S puede ser calculada mediante las 
fórmulas:

=  7  hhb “  1  ch< ’
S = V  p (p —a) (p — b) (p —c) (fórmula de Gorou), 

S ~ -j ab sen y7

c abe 
6 4/í *
S =  pr.

Aquí a , b, c son los lados del triángulo, hay hbt hCi lasj
alturas, p  -  ^  (u +  ¿ +  c)T es el semíperimetro, R , el
radio de la circunferencia circunscrita alrededor del triángu
lo y rt el radio de la circunferencia inscrita en el triángulo.

8.2. Medianas del triángulo» Se llama mediana de un 
triángulo al segmento que une un vértice de éste con e) punto 
medio del lado opuesto (en la ííg. 6.28 los segmentos AD, 
BE% CF son medianas del triángulo ABC). Las medianas se 
intersecan en un punto situado dentro del triángulo.

Propiedades principales de las medianas del triángulo:
1) Las medianas del triángulo se dividen por el punto 

de su intersección en relación 2 : 1 (contando desde los 
vértices del triángulo).



272 Geometría Cap. 6.

2) La mediana divide el triángulo en «los triángulos equi
valentes. (Dos triángulos son equivalentes, si sus áreas son 
iguales.)

La mediana del triángula m.tí, trazada al lado a, se ex
presa a través de los lados del triángulo mediante la fórmula

m„ ± V 26* +  2c2 - a 2.

8,3. Alturas del triángulo. Sea AliG cierto triángulo 
arbitrario. Tracemos por el vértice A una perpendicular a la

A

recta a que contiene al lado HC (fig. 0.29). Designemos la 
base de la perpendicular con la letra D. El segmento do la 
perpendicular AD se llama altura del triángulo ABC , bajada 
del vértice A al lado BC. El lado BC se llama, en este caso, 
base del triángulo ABC.

En el triángulo obtusángulo AABC (véase fig. tí.29) dos 
alturas (AD y BE) intersecan la prolongación de los lados y 
se encuentran fuera del triángulo; la tercer altura (CF) in
terseca el lado del triángulo. En el triángulo acutángulo 
(fig. tí.30) todas las tres alturas están situadas dentro del 
triángulo. En el triángulo rectángulo los catetos son también 
alturas. Tres rectas que contienen distintas alturas del trián
gulo siempre se intersecan en el mismo punto, llamado 
ortoceníro del triángulo. En el triángulo obtnsangulo el 
ortocentro so encuentra fuera do éste; en el acutángulo, se
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encuentra dentro; en el triángulo rectángulo el ortocentro 
coincide con el vértice del ángulo recto. La altura del trián
gulo bajada al lado del triángulo a , suele designarse ha.

La altura del triángulo ha se expresa a través de los lados 
mediante la fórmula

h 2 Y p (p ~ a)(p — b) (p— c) na -  " >

donde p =* y  (a +  b +  c).
8.4. Bisectrices del triángulo. El segmento de la bisec

triz del ángulo interior del triángulo desde su vértice hasta

el punto de intersección con oí laclo opuesto se llama bisectriz 
del triángulo.

Tres bisectrices del triángulo (AD , BE, CF en la figu
ra 0*31) se intersecan en un mismo punto situado dentro del 
triángulo y es el centro de la circunferencia inscrita en el 
triángulo.

Propiedades de la bisectriz del ángulo de un triángulo:
1) La bisectriz divido el lado opuesto en parles propor

cionales a los lados adyacentes a ella. Así, por ejemplo, para 
el triángulo ABC que se muestra en la fig. 6.31

l ^ l  \ A B  I 
\ E O \  | B C \ '

2) La bisectriz del triángulo divide el área de éste en 
una relación que es proporcional a los lados adyacentes:

a b e  _  I A B  |
S & BCK I I

18—01477
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8.5* Línea medía del triángulo. Se llama línea modia do 
un triángulo al segmento (pie une los puntos medios de dos 
lados do un triángulo (en la íig. (>.32 DE, DF, FE son los 
lineas inedias).

Propiedades de la línea media del triángulo:

1) La recta que contiene la línea inedia do un triángulo 
es paralela a la recta que contiene el tercer lado del triángu
lo.

2) La línea media de un triángulo es igual a la mitad 
del tercer lado.

3) La línea media del triángulo corta de éste un triángulo 
semejante. El área del triángulo cortado se relaciona al 
área del triángiilo'prijicipal en proporción de l :

8.(i. Triángulo isósceles. El triángulo con dos lados igua
les se llama isósceles.

En el triángulo isósceles se suele tomar por base el lado 
que no es igual a ninguno de los otros dos lados.

Propiedades del triángulo isósceles:
1) En el triángulo isósceles los ángulos de la base del 

triángulo son iguales.
2) La altura, trazada del vértice, es también bisectriz 

y mediana.
8.7. Triángulo equilátero. Se llama triángulo equilátero 

(o regular) el que tiene todos los lados iguales.
Propiedades del triángulo regular:
1) En el triángulo equilátero todos los ángulos son 

iguales (cada ángulo es igual a 60°),
2) Cada una de las tres alturas del triángulo equilátero 

es también bisectriz y mediana.
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Además, el triángulo equilátero, como caso particular 
del polígono regular, tiene todas sus propiedades.

8.8. Triángulo rectángulo. Se llama triángulo rectán
gulo el que tiene un ángulo recto.

El lado del triángulo rectángulo opuesto al ángulo recto 
se llama hipotenusa, y los otros dos lados se llaman catetos.

En la fig. 6.33 está representado un triángulo rectángulo:
/ \

BAC =  90 , BC es la hipotenusa, AB y AC, los catetos.
El triángulo rectángulo que tiene ios catetos iguales se 

llama triángulo rectángulo isósceles. En el triángulo rectán
gulo isósceles los ángulos agudos son iguales (cada uno de 
ellos es igual a 45°).

Los lados de cualquier triángulo rectángulo a, b y c 
(c es la hipotenusa) se relacionan entre sí por la proporción 
denominada teorema de Pitágoras:

cl — a2 +  ó2,
el cual se lee del modo siguiente: el cuadrado de la hipotenu
sa es igual a ls suma de los cuadrados de los catetos. 

Propiedades del triángulo rectángulo:
1) El cateto del triángulo rectángulo es la media propor

ciona) entre la hipotenusa y la proyección de este cateto so
bre la hipotenusa (fig. 6.34):

bc : b =  b : c, ac : a =  a : c, o b2 — bcc y a2 =
2) La altura del triángulo rectángulo, trazada del vér

tice del ángulo recto, es la media proporcional entre las
18*
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proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa:
bc : h =  h : <zc, o h1 2 3 4 5 6 =  ae6c.

El área del triángulo rectángulo puede ser calculada por 
las fórmulas generales de cálculo del área de un triángulo. 
Además, el área del triángulo rectángulo puede ser calculada 
mediante la fórmula

S =  ~ a b ,

es decir, el área del triángulo rectángulo es igual a la mitad 
del producto de sus catetos.

§ 9. Cuadriláteros
9.1. Paralelogramo. Se llama paralelogramo (véase fig. 

(i.35) al cuadrilátero de lados opuestos por pares paralelos. 
Las propiedades del paralelogramo soh:

1) El punto medio de la diagonal del paralelogramo es su 
centro de simetría.

2) Los lados opuestos del paralelogramo son iguales.
3) Los ángulos opuestos del paralelogramo son iguales.
4) Cada diagonal del paralelogramo lo divide en dos 

triángulos iguales.
5) Las diagonales del paralelogramo se dividen por el 

punto de intersección por la mitad.
6) La suma de los cuadrados de las diagonales del para

lelogramo (dx y dt) son iguales a la suma de los cuadrados 
de todos sus lados:

d¡ +  dj =  2 (a* +  ó*).
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Criterios de paralelogramo:
1) Si en mi cuadrilátero los lados opuestos son iguales 

por pares, entonces este cuadrilátero es un paralelogramo.
2) Si en un cuadrilátero dos lados opuestos son iguales y 

paralelos, entonces este cuadrilátero es un paralelogramo.
Cada uno de los criterios de paralelogramo puede ser 

tomado como definición del paralelogramo. Así, por ejemplo, 
del primer criterio se obtiene la definición 
siguiente del paralelogramo:

Un cuadrilátero, que tiene los lados 
opuestos iguales por pares, se llama para
lelogramo.

Puesto que el paralelogramo representa 
un cuadrilátero con propiedades especiales, 
entonces tiene todas las propiedades de un 
cuadrilátero arbitrario. En particular, la 
suma de los ángulos interiores del parale
logramo es igual a 4d (360°).

Se llama altura del paralelogramo al 
segmento de la perpendicular a los lados del 
paralelogramo, comprendido entre ellos.

Área del paralelogramo:
1) El área del paralelogramo es igual al 

base por la altura (véase fig. 6.35):
S =  aha.

2) El área del paralelogramo es igual al producto do los 
lados adyacentes del paralelogramo por el seno del ángulo 
entre ellos (véase fig. 6.35):

S =  ab sen a.
9.2, Rombo. Se llama rombo (fig. 6.36) al paralelogramo 

que tiene todos sus lados iguales. Puesto que el rombo es 
un caso particular del paralelogramo, entonces tendrá todas 
sus propiedades. Además, el rombo tiene las siguientes 
propiedades especiales:

1) La recta que contiene la diagonal del rombo en su eje 
de simetría.

2) Las diagonales del rombo son perpendiculares entre sí.
3) Las diagonales del rombo son bisectrices de sus ángulos 

interiores.

producto de su
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Además de las fórmulas generales do cálculo del área dol 
rombo, como es el área del paralelogramo, el área del rombo 
puede ser calculada mediante la fórmula

5  =  -d ,r f2.

donde d, y d2 son las diagonales del rombo.
9.3. Rectángulo. Se llama rectángulo (fig. (i.37) al para

lelogramo que tiene todos los ángulos rectos.

a

b

a

b

a

a

a

a
Fig. G.37. Fig. 0.38.

Puesto que el rectávigulo es un paralelogramo, entonces 
tieivfe todas sus propiedades. Además, el rectángulo tiene las 
siguientes propiedades especiales:

1) La perpendicular que pasa por los puntos medios de 
los lados opuestos del rectángulo es su eje de simetría.

2) El rectángulo tiene dos ejes de simetría.
3) Las diagonales del rectángulo son iguales.
El área del rectángulo se calcula por la fórmula

S =  a6,
donde a y b son los lados adyacentes del rectángulo.

9.4. Cuadrado. Se llama cuadrado al rectángulo que tiene 
todos sus lados iguales.

De las definiciones del cuadrado y del rombo se despren
de que el cuadrado (fig. 6.38) es un rombo que tiene todos 
sus ángulos rectos. Puesto que el cuadrado es también un 
paralelogramo, asi como rectángulo y rombo, entonces ten
drá todas sus propiedades.

El área del cuadrado se calcula por la fórmula
S ~  a1,

donde a es un lado del cuadrado.
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9.5, Trapecio. Se llama trapecio al cuadrilátero que tiene 
paralelos solamente dos de sus lados.

Los lados paralelos se llaman bases dol trapecio, y los no 
paralelos, sus lados laterales (en la fig. 6.39 HC y AD son las 
bases, A li y CD, los lados la
terales).

Se llama altura del trapecio 
(en la fig. 6.39 el segmento BQ 
es la altura) al segmento de la 
perpendicular a las basos dol tra
pecio, comprendido entre las ba
ses. El trapecio, cuyos lados la
terales son iguales ( | Afí | =
=  |CD  | ) , se llama isósceles. En el trapecio isósceles los 
ángulos do la base son iguales por pares:

Z. BAD =  Z. ADC ,
Z. ABC =  ZJiCD .

El segmento que une los puntos medios de los lados no 
paralelos del trapecio se llama línea media del trapecio. La 
línea media del trapecio os paralela a sus bases y es igual a 
la semisuma de la longitud de las dos bases:

í
La línea media del trapecio divide la altura riel trapecio 

en dos segmentos iguales.
El área del trapecio se calcula mediante la fórmula

donde a y b son las bases del trapecio y h, la altura.

§ 10. Polígonos semejantes
10.1. Criterio de semejanza de los polígonos. Si los la

dos de un polígono son proporcionales a los lados de otro 
polígono y los ángulos correspondientes (es decir, los ángulos 
que están situados entre los lados proporcionales) de estos 
polígonos son iguales, entonces tales polígonos son semejantes.
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En la fig. 6.40 está representado un pentágono ABCDE, 
semejante al pentágono A fliC ^ tE ^  con ol coeficiente de 
semejanza k ~  2:

\ A B \  \BC\  I CD | \DE \ _  | AF. f _  „
M if li l  IC ,/), | ~  I D ^ ’, 1 -  \ A lE1 \ = K ~ * '

Dos cuadriláteros son semejantes, si tros pares de sus la
dos correspondientes son proporcionales y I09 pares de los

A E

3

Fig. 6.40.

A,

O,

ángulos correspondientes, comprendidos entre los lados co
rrespondientes, son iguales {fig. 6.41):
I A B | | g e |  \CD I

Mifi i l  I B tc t | -  | <7,£), i ’

10.2. Criterios de semejanza de los triángulos.
1) Si tres lados de un triángulo son proporcionales a los 

tres lados de otro triángulo, entonces talos triángulos son 
semejantes (fig. 6.42):

\ A B | | B C | |AC |
M i * i l  l ^ i C i f  \ A 1Cl \-

2) Si dos ángulos de un triángulo son iguales a dos ángu
los de otro triángulo, entonces tales triángulos son semejan
tes (fig. 6.43):

A.Á =  ¿.A  i ,  ¿_B -  Z J ? , .
3) Si dos lados cualesquiera de un triángulo son propor

cionales a dos lados de otro triángulo, y los ángulos entre 
estos lados son iguales, entonces tales triángulos* son seme
jantes (fig. 6.44):

\ A B \  _  | BC |
I Á t B t  I -  I S i C ,  |  *
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C

Fig. 6.44.
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Para la semejanza de los triángulos de tipo especial (rec
tangulares, isósceles, equilaterales) es necesario cumplir 
menor cantidad de condiciones que para los triángulos ar
bitrarios. Así, a) los triángulos rectangulares son seme
jantes, si la hipotenusa y el cateto do un triángulo son pro
porcionales a la hipotenusa y al cateto de otro triángulo;
b) los triángulos rectangulares son semejantes, si el ángulo 
agudo de un triángulo es igual al ángulo agudo de otro.

Una afirmación análoga es válida también para los cua
driláteros (polígonos) de tipo especial. Así, por ejemplo, dos 
n-polígonos regulares cualesquiera siempre son semejantes.

Propiedades de los polígonos semejantes:
1) La relación de los perímetros de los polígonos seme

jantes es igual a la razón de sus lados correspondientes (razón 
de semejanza).

2) La relación de las áreas de los polígonos semejantes es 
igual al cuadrado de la razón de semejanza.

§ 11. La circunferencia y el circulo

*11,1* La circunferencia y el círculo. Se llama circunfe
rencia al conjunto de todos los puntos del plano que se en
cuentran a una distancia positiva dada de cierto punto dado 
del plano que se llama centro de la circunferencia.

VIg. 6.45.

Se llama radio de la circunferencia al segmento que une 
el centro de ésta con cualquier punto de la circunferencia 
(en la fig. 6.45 el segmento OA es el radio). El radio de la 
circunferencia suele designarse con las letras r, /?.

El segmento que une dos puntos de una circunferencia se 
llama cuerda (en la fig. 6.45 AB  es la cuerda).
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Una cuerda que pasa por el centro de ia circunferencia 
se llama diámetro. El diámetro es igual al radio doble de la 
circunferencia. El diámetro suele designarse con las letras 
d% D .

Propiedades de las cuerdas de una circunferencia:
1) El diámetro que divide la cuerda por la mitad es per

pendicular a esta cuerda.
2) En la circunferencia las cuerdas iguales se encuentran 

a la misma distancia del centro de la circunferencia y, a la 
inversa, las cuerdas son iguales, si se encuentran a la misma 
distancia del centro de la circunferencia.

3) De dos cuerdas no iguales de la circunferencia la que 
más cerca está dél centro de la circunferencia es la mayor, y, 
a la inversa, de dos cuerdas no iguales la mayor será aquella 
que está más cerca del centro.

4) Entre los segmentos de las cuerdas que se intersecan 
AM , MB , CM , y MD (fig. 6.46) existe la relación siguiente:

\A M \-\M B \= \C M \*\M D \.

Se llama círculo al conjunto de todos los puntos del pla
no, cuya distancia de cierto punto dado del plano (llamado 
centro del circulo) ño es mayor que la distancia dada.

El radio, la cuerda y el diámetro de una circunferencia 
son radio, cuerda y diámetro del círculo correspondiente.

11.2. Tangente y secante. Una recta que tiene con la 
circunferencia sólo un punto cornúji y que pertenece al plano 
de la circunferencia se llama tangente a esta circunferencia.

Para que la recta sea tangente a la circunferencia, es 
necesario y suficiente que esta recta sea perpendicular al 
diámetro de la circunferencia y pase por su extremo.

Por cualquier punto que se encuentra fuera de la cir
cunferencia y que pertenece al plano de la circunferencia se 
pueden trazar dos tangentes distantes (fig. 6.47).

La recta que tiene con la circunferencia dos puntos co
munes se llama secante. En la fig. 6.48 son secantes AD 
y ADi.

Si a través del punto A que se encuentra fuera del círculo 
trazamos una tangente y una secante (véase fig. 6.48), 
entonces los segmentos de la tangente y de la secante se re-
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lacionan por las proporciones
\AB\* =  \AD\-\AC\ =  \ADX\~\AC{\.

11.3. Posición recíproca de dos circunferencias. Sea que 
en un plano se dan dos puntos no coincidentes Ot y 0 2l

la distancia entre los cuales h =  | 0 V0 2 1 . Construyamos 
dos circunferencias con radios Rx y R$ y centros en los pun
tos Ot y 0 2 respectivamente. Para mayor exactitud supon
gamos que Para Ia distancia dada | 0 X0 2 | =  h

y los radios dados /?L y R2 pueden ser los siguientes casos 
de una posición recíproca de las circunferencias:

1) Si h <  /?i — fí2, entonces las circunferencias no se 
intersecan y el círculo de radio R 2 pertenece enteramente al 
círculo de radio R t (fig. 6,49).

2) Si h =  /?, — R2, entonces el círculo de radio R2 
pertenece enteramente ai círculo do radio R u y las circunfe
rencias tienen un punto común M  (fig. 6.50). Sobre tal posi
ción do las circunferencias se dice que son tangentes por den
tro en el punto Af.

B

Fig. <>.47. Fig. 6.48.

Fig. 6.49. Fig. 6.50.
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3) Si h >  R x +  Rz, entonces las circunferencias no se 
intersecan, y los círculos no tienen ningún punto común 
(fig. 6.51).

4) Si h =  R l +  7í8, entonces las circunferencias (y los 
círculos) tienen un punto común M  (fig. tí.52). Sobre, tal

posición de las circunferencias se dice que son tangentes en
tre sí por fuera en el punto M .

5) Si — R % <  h <  ¿?i +  i í 2, entonces las circunfe
rencias tienen dos puntos comunes. £n este caso se dice que 
las circunferencias se intersecan en los puntos M í y M 2 
(fig* 6.53).

El segmento 0 \0 t se llama línea de los centros de las cir
cunferencias. Se llama tangente exterior de dos circunferen
cias dadas a la recta que es tangente a ambas circunferen
cias y no interseca las líneas de los centros* En los cinco 
casos enumerados más arriba la tangente exterior a dos cir
cunferencias puede ser construida en todos los casos, menos 
en 1).

Se llama tangente interior de dos circunferencias dadas a 
la recta que es tangente a ambas circunferencias y que in
terseca la línea de sus centros. La tangente interior puede 
ser construida en los casos 3) y 4).

Si las dos circunferencias se intersecan (véase el caso 5) 
fig. 6.53), entonces el segmento M1M 2 se llama cuerda común 
de dos circunferencias que se intersecan. La cuerda común 
de dos circunferencias que se intersecan es recíprocamente 
perpendicular con la linea de los centros y se divide por el 
punto de intersección en dos segmentos iguales:

11.4. Ángulos centrales y arcos de la circunferencia. 
Se llama ángulo central de una circunferencia al ángulo con 
el vértice en el centro de la circunferencia.

Fig. 6.51. Fig. 6.52.

t MXK  | =  | K M a | .
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l.)os rayos distintos que salen riel centro de la circunfe
rencia definen dos ángulos centrales, Los puntos de intersec
ción de los rayos con la circmiferoncia (en la fig. 6.54,

los puntos A y fí) dividen la circunferencia en dos partes. 
Estas partes se llaman arcos de la circunferencia. Para formar 
uno de los arcos indicados, se escogen en los arcos puntos 
arbitrarios (en la fig. 6.54 son los puntos C y D) y se dice So
bre los arcos ACB y ADR. Para designar los arcos se usa el 
símbolo <j . Así, por ejemplo, los arcos ACB y ADR  se 
designan:

uACB  y \j ADR.
Se llaman centros de los a r c o s  el centro de la circunferen

cia.
Los arcos de una circunferencia se miden en grados, mi

nutos y segundos. Cuantos grados, mí ti utos y segundos tiene 
el ángulo central dado, tantos grados, minutos y segundos 
tiene el arco respectivo. El valor angular del arco ACB
(yjACB) a veces se designa con el símbolo ACB.

El arco que corresponde al ángulo central de 180° se 
llama semicircunferencia.

Entre los arcos y los ángulos centrales de una circunfe
rencia que les corresponden existen las relaciones siguientes:

1) Dos arcos, pertenecientes a las circunferencias de un 
mismo radío, son iguales cuando y sólo cuando sus valores 
angulares son iguales *).

•) Los valores anguiaros de los áreos do las circunferencias de 
radio distinto pued.m ser iguales, pero los arcos, sin embargo, no 
serón ¿guales.
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. 2) En una minina circunferencia al ángulo central le co
rresponde el arco mayor,

11.5. Areos y cuerdas de la circunferencia. Sea que en 
la circunferencia está trazada la cuerda AB que no pasa por 
el centro de la circunferencia (fig. 6,55). De la cuerda AB 
se dice que tensa el arco AB (en este caso se supone que de 
dos arcos, en los cuales los puntos A y B parten la circunfe
rencia, se elige el arco menor, es decir, el valor angular del

arco AB está comprendido en el intervalo (0°; 180°). Entre 
las cuerdas de la circunferencia y los arcos unidos por ellas 
existen las relaciones siguientes:

1) Los arcos iguales están unidos por cuerdas iguales.
2) Las cuerdas iguales unen arcos iguales.
3) El diámetro que es perpendicular a la cuerda divide 

por la mitad el arco que une esta cuerda.
11,6. Angulos en la circunferencia. Un ángulo, cuyo vér

tice pertenece a la circunferencia, y los lados intersecan la 
circunferencia se llama ángulo inscrito en esta circunfe
rencia (fig. 6.56). Se dice también que el ángulo BAC descan
sa en el arco BDC. El valor del ángulo inscrito es igual a la 
mitad del valor angular del arco, en el cual este ángulo des
cansa (o a la mitad del valor del ángulo central que corres
ponde al arco dado):

BAC =  jB D C .

El ángulo formado por dos tangentes a la circunferencia, 
que pasan por el mismo punto, se llama ángulo circunscrito 
(en la fig. 6.57 son tangentes CA y CB).

El valor del ángulo circunscrito es igual a la semidife- 
rencía de los valores angulares de los arcos, comprendidos
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entre sus lados:

(A L B -A D B ).

El valor de un ángulo, formado por dos secantes que tie
nen un punto común, el cual se encuentra fuera de la circun
ferencia, es igual a la semidiferencia de los valores angulares

de los arcos, comprendidos entre sus lados (fig. 6.58):

A C ^  = -  (ADAt -  BLBy).
El valor de un ángulo, formado por dos secantes que tie

nen un punto común situado en el interior de la circunferen
cia, es igual a la semisuma de valores angulares de los arcos, 
comprendidos entre sus lados (fig. 6.59):

BCB]= ~  (¡iBBt +  Í 0 A ,) .

11.7, Longitudes y áreas en la circunferencia y en el 
círculo. Se llama longitud de una circunferencia al límite de 
sucesión de los perímetros de los polígonos regulares, inscri
tos en la circunferencia dada para un aumento no limitado 
del número de lados. La longitud de la circunferencia L 
se calcula mediante la fórmula

L =  jid,
donde d es el diámetro de la circunferencia, o por la fórmula

L =  2ji r,
donde r es el radio de la circunferencia.
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La longitud del arco de Ja circunferencia con un valor an
gular de a° se calcula por la fórmula

i nra 
* 180

Se llama área de un círculo al límite de sucesión de las 
áreas de los polígonos regulares, inscritos en la circunferen

cia dada, para un aumento no limitado del número de los 
lados.

El área del círculo de radio r se calcula mediante la fór
mula

S -  nr2.
Se llama sector a la parte del circulo, limitada por sus 

dos radios (fig. 6.60).
El área de un sector con un valor angular del arco de a 

se calcula medianto la fórmula
o _  J,r*a 
° aect 360 •

Se llama segmento (fig. 6.61) a la parte del círculo, limi
tada por una cuerda y el arco que la une.

El área de un segmento se calcula como la diferencia ilel 
área del sector, limitado por los radios OA y OB y el área 
del triángulo AOB (véase fig. 6.61).

§ 12. Los polígonos y la circunferencia
12.1. Polígonos inscritos y circunscritos. Un polígono, 

todos los vértices del cual pertenecen a la circunferencia, se 
llama inscrito en esta circunferencia, y la circunferencia se 
llama, circunferencia circunscrita alrededor del polígono.
19-01477
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Un polígono, iodos los lados del cual son tangentes a la 
circunferencia, so llama circunscrito alrededor de esta cir
cunferencia, y la circunferencia se llama inscrita en este 
polígono.

Alrededor de cualquier polígono regular se puede cir
cunscribir una circunlerenpia, y en cualquier polígono regu
lar se puede inscribir una circunferencia.

El centro de una circunferencia inscrita en un polígono 
regular coincide con el centro de la circunferencia circunscri
ta alrededor del polígono regular; este punto se llama 
centro de un polígono regular.

El segmento de una perpendicular, bajada del contro de 
un polígono regular a su lado, se llama apotema de este polí
gono regular.

El lado de un n-poltgono regular an se expresa a través 
del radio II de la circunferencia circunscrita alrededor de 
él, mediante la fórmula

an = 2 / í  son n n
El área de un n-polígono regular es igual a la mitad dol 

producto de su perímetro por el radio de la circunferencia 
inscrita:

El área de un n-polígono regular se expresa a través del 
radio do Ja circunferencia circunscrita /? mediante la fórmu
la

O 1 D2 ^  36u°o — -s- Rzn sen --- .A n
12.2. Triángulos inscritos. El triángulo, todos los vér

tices del cual pertenecen a la circunferencia, se llama trián
gulo inscrito en esta circunferencia, y la circunferencia se 
llama circunscrita alrededor de este triángulo. Alrededor de 
cualquier triángulo se puede circunscribir solamente una 
circunferencia. El centro de la circunferencia circunscrita 
alrededor de un triángulo es el punto de intersección de las 
perpendiculares medias a los lados de este triángulo: este 
punto se encuentra dentro del triángulo, si el triángulo es 
acntángulo; fuera del triángulo, si es ohtusángulo y en el 
punto medio de la hipotenusa, si el triángulo es rectángulo.
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El radio de la circunferencia, circunscrita alrededor do 
un triángulo arbitrario, se calcula mediante las fórmulas

»  — JL__ b ^  i c
2 son a 2 * son p 2 sen 7 ’

_a b e__  abe €
« a 4 / / )  (P —a) ( p — !>)(/>— 0  ’

a, ó, c son los lados del triángulo, p == *- (a +  b ■+- c) es
el semiperímetro, SAl el área del triángulo, a, p, y son los 
ángulos del triángulo opuestos a los lados a, b, c respectiva
mente.

12.3. Triángulos circunscritos. Un triángulo, todos los 
lados del cual son tangentes a la circunferencia, se llama 
circunscrito alrededor de esta circunferencia, y la circunfe
rencia se llama inscrita en este triángulo.

Gn cualquier triángulo se puede inscribir una circunfe
rencia y sólo una. El centro O de la circunferencia inscrita 
en el triángulo es el punto de intersección de las bisectrices 
de los ángulos interiores del triángulo.

El radio de la circunferencia, inscrita en mi triángulo ar
bitrario, se calcula según la fórmula

r =  1 /  (P—a) (p—6) (P -c )
'  p  V  p

12.4. Circunferencia inscrita por fuera. Se llama circun
ferencia inscrita por fuera a la que es tangente a un lado del 
triángulo y a la prolongación de los otros dos.

Las bisectrices de un par de ángulos exteriores del trián
gulo, adyacentes con los ángulos {$ y y (fig. 6.62) se inter
secan en el punto Oa. Por este mismo punto pasa la bisectriz 
del ángulo interior a . El punto Oa es el centro de la circun
ferencia inscrita por fuera, tangente al lado a y a la prolon
gación de los lados b y c. Análogamente se hallan los puntos 
0 (l y 0¿ que son los centros de las circunferencias inscritas 
por fuera, tangentes a los lados b y c respectivamente (véase 
fig. 6.62).

Los radios de las circunferencias inscritas por fuera r0, rb, 
re, tangentes a los lados a, b, c respectivamente, se calculan
19*
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por las fórmulas
- « A

V — a 6 + c —a *
2.5a

h p — b a -j' £ —“ b
2 S A

P — C ¿ — c •

12.5. Relaciones entre los lados de los triángulos regu
lar y rectángulo y los radios de las circunferencias inscrita

\

Fig. ÍU¡2.

y circunscrita. 121 lado del triángulo regular a se relaciona 
con el radio de. la circunferencia circunscrita Ji y el radio de 
la circunferencia inscrita r mediante las proporciones 11

4 r »  7'
a Y*

t> ■

El centro de la circunferencia inscrita en el triángulo 
regular coincide con el centro de la circunferencia, circuns
crita alrededor de él y se llama centro del triángulo regular.

Circunferencia, circunscrita alrededor de un triángulo 
rectángulo. El centro rio la circunferencia, circunscrita al
rededor de un triángulo rectángulo, está situado en el punto 
medio de la hipotenusa y, por consiguiente, la hipotenusa del
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triángulo rectángulo es el diámetro de la circunferencia, 
circunscrita alrededor del triángulo rectangular.

Todos los puntos de la circunferencia con diámetro AB 
(a excepción de los punios A y B) son vértices de los trián
gulos rectángulos con hipotenusa AB  (fig. 0.63).

12,6a Cuadriláteros inscritos. Un cuadrilátero, todos 
los vértices del cual pertenecen a la circunferencia, se llama 
inscrito en esta circunferencia, y la circunferencia se llama

circunscrita alrededor de oslo cuadrilátero. No todo cuadrilá
tero tiene la propiedad de que alrededor de él se puede cir
cunscribir una circunferencia. Para poder circunscribir una 
circunferencia alrededor de un cuadrilátero, os necesario y 
suficiente quo la suma de los ángulos opuestos de ésto sea 
igual a 180°.

lín particular, de todos los paraleiogrmnus solamente al
rededor de un rectángulo (cuadrado) se puede circunscribir 
una circunferencia.

Alrededor de un trapecio se puede circunscribir una cir
cunferencia cuando y sólo cuando este trapecio es isósceles.

Si el cuadrilátero ABCD se puedo inscribir ou una cir
cunferencia, entonces el producto de las diagonales de este 
cuadrilátero es igual a la suma de los productos de los lados 
opuestos (fig. 6.64):

12*7. Cuadriláteros circunscritos. Un cuadrilátero, to
dos los lados del cual son tangentes a la circunferencia, se 
llama circunscrito alrededor de la circunferencia, y la cir
cunferencia so llama inscrita en este cuadrilátero.

Para poder inscribir en un cuadrilátero la circunferencia, 
es necesario y suficiente quo las sumas de los lados opuestos 
de esto cuadrilátero sean iguales,

Fig. 0.03. Fig. fi.Oá.

\AC\-\BD\ -  \ AB\*\CD | -f- \AD\-\BC\.
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De todos los paratelogramos solamente en el rombo (en 
particular, en el cuadrado) se puede inscribir una circunfe
rencia* El centro de la circunferencia inscrita se encuentra 
en la intersección de diagonales de los cuadriláteros indica
dos*

§ 13. Construcciones geométricas
Los problemas con construcciones geométricas represen

tan una de las partes tradicionales de geometría. Las cons
trucciones geométricas se efectúan mediante una regla «sim
ple» y un compás. Por regla «simple» se comprende un ins
trumento, mediante el cual se puede realizar una sola ac
ción, trazar una recta (un rayo, segmento) por dos puntos 
dados. Por compás so entiendo un instrumento, mediante el 
cual se pueden construir circunferencias y trazar en una rec
ta un segmento geométricamente dado. En los problemas 
con construcciones citados más abajo las palabras «se da un 
segmento» y «se da un ángulo» significan que so da una repre
sentación geométrica de un segmento (respectivamente de un 
ángulo), y no su valor numérico. Para resol ver los problemas 
con construcciones, es necesario tener en cuenta también que 
el problema de construir unA figura geométrica consiste no 
en trazar prácticamente una figura con un grado conocido 
de precisión, sino en como mediante una regla y un compás 
puede ser realizada teóricamente la construcción requerida 
en la suposición de que nuestros instrumentos dan una pre
cisión de construcción absoluta.

En conclusión formulemos tres problemas clásicos de 
construcción de figuras, cuya solución fue objeto de búsqueda 
durante varios siglos, hasta que fue demostrado que estos 
problemas no pueden sor resueltos mediante una regla 
y un compás.

1) Duplicación del cubo. Si un cubo dado tiene una arista 
igual a la unidad de longitud, entonces su volumen es igual 
a la unidad cúbica* Construir la arista de un cubo, cuyo vo
lumen es dos veces mayor*

2) Trisección del ángulo. Dividir un ángulo arbitrario en 
tres ángulos iguales.

3) Cuadratura del círculo. Construir un cuadrado (un la
do del cuadrado), cuya área es igual al área de un círculo, 
el radio del cual se toma por la unidad de longitud.
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13.1. Construcción de rectas, paralelas y perpendicula
res a una recta dada (a u n  segmento dado).

1) Construir una recta paralela a una recta dada AB que 
pasa por un punto dado C.

Construimos una circunferencia con centro en el punto 
dado C de tal manera que interseque ia roela dada Afí 
mediante la abertura arbitraria del compás (fig. 6.65). 
Mediante la misma abertura del compás desde un punto de

intersección de la recta y la ciminfereucia (en (a fig. 6.65 
el punto M) trazamos en la recta AB en cualquiera dirección 
el segmento MN. De nuevo* mediante la misma abertura 
del compás cortamos desde el punto jV un punto de la cir
cunferencia D. Trazamos una recta por los puntos C y D. 
La recta-CD, es la recta buscada.

2) Dividir el segmento dado por la mitad y construir una 
perpendicular al segmento en su punió medio.

De los extremos do un segmento «lado AB como de mi 
centro (fig. 6.60)* mediante el mismo radio arbitrario (ma
yor i  \ AB | ), construimos dos arcos que se intersecan. La
recta que pasa por los puntos de intersección de los arcos C 
y D es la perpendicular buscada. El punto O de intersección 
de las rectas AB y CD es el punto medio del segmento AB.

3) Levantar una perpendicular a la recta dada MN en un 
punto dado A {construcción de un ángulo recto).

Tomemos un punto arbitrario O, el cual no pertenece a 
la recta dada MN (fig. (>.(i7), y construyamos una circunfe
rencia con el centro en el punto O de radio OA (/4 es el pun
to dado). Trazamos por el segundo punto de intersección de
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la circunferencia construirla con la recta MN  (en la fig, 
6.67 por el punto /?)* el diámetro BC. La recta que pasa por 
los puntos C y A , es la perpendicular buscada. El ángulo, 
formado por los rayos AC y AB, es recto.

4) Bajar una perpendicular del punto dado C a la recta 
dada M N .

Del punto dado C como de un centro (fig. 6.68) mediante 
un radio arbitrario trazamos el arco DE que interseca la rec-

Kig. 6.69.

la dada MN en los puntos D y E. De los puntos D y E 
como de un centro trazamos mediante el mismo radio arbi
trario dos arcos íJt l2 que se intersecan en el punto P. La 
recta que pasa por los puntos C y Fy es la perpendicular bus
cada.

13.2. Construcción de ángulos.
1) Construir un ángulo, igual al ángulo dado MNK  

(fig. 6.69, a).
Elegimos en el plano mi punto arbitrario O y trazarnos 

un rayo OA (fig. 6.69, fo), Del vértice N  del ángulo dado co
mo de un centro circunscribimos un arco PQ de radio arbi-
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trario. Por ia misma abertura del compás circunscribimos 
del centro 0  un arco PiQ\. Del punto Qx como de un centro 
mediante un radio, igual a la longitud de la cuerda PQ*t 
cortamos el punto P t. Trazando el rayo OPx, obtenemos el 
ángulo PiOQu igual al ángulo dado MNK.

2) Construir los ángulos, iguales a 60° y 30°.
De los extremos A y B de un segmento arbitrario AB 

como do centros, mediente un radio igual a ] AB | , circuns
cribimos dos arcos intersecantes (fig. 6.70). Construimos

unos segmentos CD y AC por los puntos de su intersección 
C y D. El ángulo ACO es igual a 30°, y el ángulo CAO, 
igual a 60°.

3) Construir un ángulo, igual a 45°.
En los lados del ángulo recto AOB {fig. 6.71) trazamos 

segmentos iguales OA y OB. Por los puntos A y B trazamos 
la recta AB. El ángulo, formado por los rayos BA y BO, 
es igual a 45°.

4) Dividir el ángulo dado HAC en dos ángulos iguales 
(construir la bisectriz del ángulo).

Del vértice del ángulo BAC como de un centro trazamos el 
arco DE de una circunferencia de radio arbitrario (fig. 6.72). 
De ios puntos D y E de su intersección con los rayos AB 
y AC circunsribimos mediante radios iguales arbitrarios 
los arcos l¡ y l,¿. Por el pumo de intersección de estos F 
trazamos el rayo AF. Los ángulos obtenidos BAF y PAC 
son iguales, y el rayo AF es la bisectriz del ángulo BAC,

Fig. 6.70. Fig. 6.71. Fig. 6.72.
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13.3. Construcción de segmentos.
1) Dividir el segmento dado AB por el número dado de 

segmentos iguales.
Construimos una recta, paralela (pero no coincidente) 

con la recta que contiene el segmento dado A B . Tomamos 
un punto arbitrario Aj> perteneciente a la recta construida 
(fig. 6.73). Del punto A t trazamos tantos segmentos iguales

\A t \c, ¡Dí / t t M / i
\  v r / y

' /
X -.4 -4d! e:r /B4 \  & Di e/ /  B

' \ i r /\  \ \ f '\ \ u /
r 0

Fig. 5.73.

/>

/
A ♦ “ .5

\

0
\
\l
te?///

Fig. (5.74.

/ l LClf C,/?!, ... de longitud arbitraria, en cuantas par*
tes es necesario dividir el segmento AB. Designamos con la 
íotra Bx el extremo del último segmento. Trazamos las rec
tas A A i y BBl hasta intersecarse en el punto O. A través de 
los pares de puntos (Cx\ O), (Z)j; O), (£\; 0 )y ... trazamos los 
rayos que intersecan la recia AB en los puntos C♦ O, Z?, . . . t 
los cuales dividen el segmento AB en un número necesario 
de segmentos iguales.

2) Dividir un segmento dado en segtnentos, proporcionales 
a los valores dados.

El problema so resuelve de la misma manera que el ante
rior, sólo que del punto A x se trazan segmentos, proporcio
nales a los valores dados.

3) Construir un segmento que sea la media proporcional a 
dos segmentos dados*).

En una recta arbitraria tracemos los segmentos dados de 
tal manera que un extremo de un segmento coincida con el 
origen del otro (en la fig. 6.74) los segmentos AB y BC). 
Dividamos el segmento AC por la mitad y mediante un ra-

•) El segmento x que satisface a la igualdad a/x =  x/6, donde 
a y b4 son los segmentos dados, se llama segmento de media proporcional 
a dos segmentos dados.
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dio, igual a la mitad del segmento AC, construimos una 
circunferencia con centro en el punto medio del segmento AC 
(en la fig. 6.74 el punto O es el punto medio del segmento 
AC). Del punto B levantamos una perpendicular al seg
mento AC. Designemos el punto de intersección de la per
pendicular y la circunferencia con la letra D. El segmento 
BD es la media proporcional a los segmentos AB y BC:

\ A B \ _ \BD\
I B D | ! B C r

4) Construir el cuarto segmento proporcional (por los 
segmentos dados, a, b y c construir el segmento x ta l, que 
a : b =  c : x).

En un lado de un ángulo arbitrario a (fig. 6.75) traza
mos sucesivamente desde su vértice los segmentos a y c, y en

el otro lado, el segmento b. Por el punto C trazamos una 
recta, paralela a la recta AB. El segmento BD, cortado en 
el lado del ángulo OB, es el buscado.

5) Construir un segmento% conmensurable con el dado.
Un segmento AB se llama conmensurable con él segmento 

CD, si la relación de las longitudes de estos segmentos es 
un número racional:

¡ ~~ (m > n son números naturales).I C U  | n

Sea dado cierto segmento AB  y se requiere construir un 
segmento conmensurable con el dado. Dividamos el seg
mento AB en m parles iguales. Tomemos una de estas partes 
iguales y tracémosla n veces en el rayo CN (fig. 6.76) de (al
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manera que el extremo del segmento anterior (a excepción 
del primero) sea ol origen del segmento siguiente. Entonces 
el extremo del último segmento da el punto Z), que es ol ex
tremo del segmento buscadoCD.

6) Ejemplos de construcción de segmentos, ificonmensurables 
al segmento dado.

a) Por el segmento dado de longitud a construir un seg
mento de longitud a \Í2.

Fig, íí.77. Fig. «.70.

Construimos un triángulo rectángulo isósceles cor) catetos 
de longitud a (íig. fi.77). La hipotenusa do tal triángulo 
será el segmento a ] í 2.

b) Por un segmento dado a construir el segmento a \ f  'A. 
Construimos un triángulo rectángulo con un cateto a

y una hipotenusa 2a (fig. 6.78).
El segmento a \ i 3 será el segur)do cateto del triángulo 

rectangular construido,
c) Por un segmento dado a construir el segmento a S. 
Construimos un triángulo rectangular con los catetos a

y 2a (fig. 6.79). El segmento a ] /5 será la hipotenusa dol 
triángulo construido.

7) Ejemplos de construcción de segmentos, representados por 
expresiones algebraicas. Citemos aquí tres ejemplos de cons
trucción de segmentos, representados por expresiones al
gebraicas (por las palabras *el segmento so da por una ex
presión algebraica» se entiende que el segmento buscado se 
representa como una función algebraica de los segmentos 
dados).
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Para la construcción de segmentos, representados por ex
presiones algebraicas, se usan las construcciones elementales 
siguientes:

construcción de un segmento que sea la media proporcio
nal a dos segmentos dados;

construcción del cuarto segmento proporcional;
construcción de un segmento, inconmensurable al dado.
Ejemplo 1. Construir un segmento t representado por la 

expresión
Y  a2 +  ab-\- c2,

donde a, bt y c son los segmentos dados.
Hagamos la siguiente transformación de la expresión que 

se encuentra bajo el signo del radical:

a1 ab -¡- c- ~  a (a -\- l>) -|- c2.
Es muy fácil observar que si construimos un segmento 

¿r tal, que
x58 -  a (a -(- /;),

es decir, un segmento que es la media proporcional a los 
segmentos « y a +  4, entonces el segmento buscado se ob
tendrá como la hipotenusa de un triángulo rectangular con 
catetos x y c. De tal manera, Ja construcción del segmento 
buscado se reduce a la realización de dos construcciones su
cesivas, es decir, a la construcción de la media proporcional 
y a la construcción de un triángulo rectangular por dos ca
tetos.

Ejemplo 2 . Construir un segmento, representado-por la 
expresión

/ 3 a 2 +  5ó27

donde a y b son los segmentos dados.
Construimos el segmento a |/\’3 como un cateto del trián

gulo rectangular con la hipotenusa 2a y el cateto a dados.
Construimos el segmento bY  *> como la hipotenusa del 

trián g u lo  rectangu lar con los cate tos dados 2b y b.
El segmento buscado se construye corno la hipotenusa de 

un triángulo rectangular con los catetos a y  3 y b Y 5-
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Ejemplo 3. Construir un segmento x, representado por la 
relación

donde a y b son los segmentos dados.
Realizando las transformaciones evidentes do la igual

dad dada:
J L  ^  J L  \ Jl  —a+b
x a ' b ~ ab x ~~ a *

observamos que la construcción del segmento x se reduce a la 
construcción del cuarto segmento proporcional.

13.4. Construcción de circunferencias y de arcos de cir
cunferencias.

1) Trazar una circunferencia de radio dado por dos puntos 
dados.

De los punios dados A y B como de un centro medíanle 
el radio r dado circunscribimos dos arcos que se intersecan

Fig. 0,81.

lt y l t . El punto de su intersección O (fig. 6.80) es el centro 
de la circunferencia buscada *).

2) Circunscribir una circunferencia por tres puntos dados 
A y B, C que no están situados en una recta,

Construimos unos segmentos BC y AC (fig. G.81)T cuyos 
extremos son los puntos dados A y fíy C. Trazamos unas per
pendiculares por los puntos medios de estos segmentos. El

*) Aquí son posibles tres casos: existen dos circunferencias que 
pasan por los puntos A y B (si | AB \ <L 2r); si |\ AB \ 2r, tal cir
cunferencia sólo bay una; para 1 AB 1 :> 2r no existe la circunferencia 
buscada.
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punto de intersección de estas perpendiculares (en la fig. 
6.81, el punto O) es el centro de la circunferencia buscada. 
El radio de la circunferencia dada es igual a la distancia del 
punto O a cualquiera de los tres puntos equidistantes de O.

3) Por dos puntos dados A y B trazar una circunferencia, 
tangentes a la recta dada a , la cual no pasa por A y tí.

Trazamos una recta por los puntos dados A y B. Son 
posibles dos casos:

a) la recta AB se interseca con la recta dada a;
b) la recta AB es paralela a la recta dada a .
Examinemos el primer caso. Designemos el punto de in

tersección de las rectas AB y a con la letra C (fig. 6.82),

Construimos el segmento x, que os la media proporcional 
a los segmentos CA y CB. Trazamos el segmento x en la rec
ta a del punto C (en la fig. 6.82 x -- CF). 151 punto F 
es el punto de tangencia de la circunferencia buscada con 
la recta dada. De esta manera, el problema se reduce a la 
construcción de una circunferencia que pasa por tres puntos 
dados j4, B y F no situados en una misma recta. El problema 
tiene una segunda solución: se puede construir una segunda 
circunferencia que pasa por los puntos dados A y B y que 
es tangente a la recta dada a . Para esto es necesario trazar 
en la recta a el segmento x por el otro laclo del punto C.

Segundo caso, Si las rectas AB y a son paralelas, enton
ces trazamos una perpendicular por el punto medio del seg
mento AB hasta la intersección con la recta a m  el punto C 
(fig, 6.83). El punto C es el punto de tangencia de la circun
ferencia buscada y la recta dada a. La circunferencia que 
pasa por los puntos A> B y C es la buscada.

4) Hallar él centro del arco dado de una circunferencia.
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En un arco dado elegimos tres puntos cualesquiera A, Z?, 
C y construimos el centro de la circunferencia que pasa por 
los tres puntos dados.

5) Dividir el arco dado de una circunferencia en don partes 
iguales. Mediante una cuerda unimos los extremos del arco 
dado. Trazamos una perpendicular por el punto medio de la 
cuerda. El punto de intersección de la perpendicular y el 
arco divide el arco dado en dos arcos iguales.

6) Hallar un conjunto de puntos del plano¡ de los cuales 
el segmento dado AB se ve bajo el ángulo dado a.

Un conjunto buscado de puntos representa arcos ¡guales 
de circunferencias iguales con una cuerda común AB  (fig. 
6.84). Los centros y radios de estas circunferencias se hallan 
de la manera siguiente. De los puntos A y B levantamos per
pendiculares al segmento AB . Designemos estas perpendicu
lares AD y BK  respectivamente. Trazamos el ángulo KBL  =* 
=  a  partiendo del rayo BK  de tal manera que el rayo BL 
interseque el rayo AD en cierto punto C. El punto medio 
O del segmento BC es el centro de una de las circunferencias
buscadas. El radio de esta circunferencia es igual a ~  \ BC | .
La otra circunferencia se construye análogamente, más bajo 
que la recta que pasa por los puntos A y B.

13.5. Construcción de tangentes a las circunferencias. 
1) Trazar por un punto dado una tangente a la circunferen

cia dada.
Si un punto dado A pertenece a la circunferencia dada 

con centro O (fig. 6.85), entonces la perpendicular a AO ,

l

c

Fig. 6.84. Fig. 6.85.
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trazada por el extremo A del segmento A ü , es la tangente bus
cada.

Si el punto A se encuentra fuera del círculo (fig. 6.86), 
entonces eá necesario dividir el segmento AO por la mitad 
y de su punto medio /¿, mediante el radio OB, trazar el arco 
DOC (D y C son los puntos de intersección del arco y la cir
cunferencia dada). Por los pares de los puntos (T>; A) y 
(C; A) trazamos las rectas, que serán las tangentes buscadas.

2) Trazar a las dos circunferencias dadas una tangente ex
terior común.

El problema no tiene soluciones, si un círculo se encuen
tra por completo en el otro y las circunferencias no son tan
gentes. Si un círculo se contieno por completo en el otro y las

circunferencias son tangentes por dentro, entonces el pro
blema tiene una sola solución (existo sólo una recta, tangente 
a las dos circunferencias). En todos ios demás casos de posi
ción mutua de dos circunferencias el problema tiene dos so
luciones (es decir, existen dos tangonles exteriores comunes 
diferentes a las circunferencias dadas).

Examinemos un caso cuando dos circunferencias son tan
gentes por el interior. Trazamos la línea de los centros OOl 
de estas circunferencias (fig. (>,87). En el punto de tangencia 
do dos circunferencias (en la fig. 6.87, el punto M) construi
mos una roctn que es perpendicular a la línea de los centros. 
Esta es la tangente buscada.

Examinemos un caso, cuando e! problema tiene dos solu
ciones.

a) Si los radios de las circunferencias dadas son iguales, 
entonces trazamos por los centros de las circunferencias 0
2 0 -0 1 4 7 7
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y 0, (fig, 0.88) Ioís diámetros AH y A,U, que son perpendicu
lares a la linca He lo* centros 0 0 ,.

Las rodas que pasan por los paros de los puntos (A; A i) 
y (H\ H\) son Jas tangentes buscadas.

b) Si tos radios Ji y H, de las circunferencias dadas no son 
iguales (H >  li,), entonces del centro del círculo mayor tra
zamos una circunferencia de radio OC — R ~~ R, (fig. 6.89).

A la circunferencia construida trazamos las tangentes AC 
y A C ,, quo pasan por ol centro del círculo menor A. Por el 
centro de la circunferencia mayor O y por los puntos de tan
gencia C y C, trazamos los rayos OC y OCly los cuales inter

secan la circunferencia mayor en 
los puntos O y O,. Trazamos los 
radios AE y AEl9 perpendiculares 
a las rectas AC y AC, respectiva
mente. Las rectas que pasan por los 
pares de los puntos (Z); E)% (Dx\ i?!), 
son las tangentes buscadas.

3) Trazar a dos circunferencias 
dadas una tangente común interior.

El problema no tieno solución, 
si los círculos (circunferencias) se 
intersecan. Si las circunferencias 

son tangentes por fuera, el problema tiene una sola solu
ción, por el punto de tangencia se traza una perpendicular 
a la línea do los centros (fig. 6.90).

En los demás casos el problema tieno dos soluciones (es 
decir, existen dos n»cl.n$ diferentes, cada una do las cuales 
será tangente tanto a la una, como a la otra circunferencia). 
Las tangen les so construyen do la manera siguiente. Del cen-
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tro do cualquiera circunferencia (por ejemplo, de una cir
cunferencia con centro A (fig. 6.91)) trazamos una circun
ferencia de radio igual a ia suma de los radios de las circun
ferencias dadas. Del centro B de la segunda circunferencia 
trazamos las tangentes BC y BCX a la circunfercMicia construi
da. Trazamos los radios AC y ACl en los puntos de tangen
cia. Estos radios intersecan la circunferencia dada con el

centro A en los punios D y Z),. Por el centro de la segunda 
circunferencia B trazamos los redios BE y BEt que son per
pendiculares a las rectas BC y BCX respectivamente. Las rec
tas que pasan por los purés de los puntos (D ; R) y (Dx\ Ex) 
son las tangentes buscadas.

13.fi. Construcción de una circunferencia, circunscrita 
alrededor de un polígono, y de uii polígono, inscrito en una 
circunferencia.

í) Circunscribir una circunferencia alrededor de un trián
gulo dado.

Por los vórtices del triángulo A y B y C se circunscribe 
una circunferencia.

2) Circunscribir una circunferencia alrededor de un rectán
gulo dado (o de un cuadrado).

Trazamos las diagonales AC y BD (fig. 6.92), Del punto 
O de su intersección como de un centro circunscribimos una 
circunferencia de radio | OA | . La circunferencia construi
da es la buscada.

3) Inscribir un cuadrado en un circulo dado.
Trazamos dos diámetros AH y CD perpendiculares entre

sí. El cuadrilátero con los vórtices A, B. ( \  D es el cuadrado 
buscado (fig. 0.93).

4) Inscribir en una circunferencia dada un hexágono regu
lar y un triángulo regular.

C

Fig. ü.9t. Fig. 6.92.
JJ

Fig. 6..93

20*
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Eligiendo un punto arbitrario ([tur ejemplo, el punto A) 
que pertenece a la circunferencia, con la abertura del com
pás igual al radio de la circunferencia lineemos en ésta unas 
marcas obteniendo sucesivamente los puntos //, C, ü , A, t  
(fig. tt.íM). U niendo sucesivam ente los puntos indicados, ob
tenemos un hexágono regular, inscrito  en la circunferencia

dada. Uniendo un punto si y otro no, obtenemos un trián
gulo regular (equilátero), inscrito en la circunferencia dada.

5) Inscribir en la circunferencia dada un octágono regular.
Trazarnos dos diámetros AH y CD perpendiculares en

tre sí (fig. B.ílíi). Trazando las bisectrices de cuatro ángulos 
rectos, obtenemos los puntos de intersección de las bisectri
ces con la circunferencia (en la fig, 0.03, los puntos A', A, 
M % N). Uniendo sucesivamente Jos ocho puntos obtenidos 
/t, A, C\ F, /?, M y /), ¿V, obtenemos el octágono buscado,

13.7» Construcción de una circunferencia, inscrita en un 
polígono, y de un polígono, circunscrito alrededor de una 
circunferencia.

1) Inscribir una circunferencia en un triángulo dado,
Dividimos dos ángulos interiores cualesquiera de un

triángulo en dos pares de ángulos iguales (es decir, construi
mos dos bisectrices do los ángulos interiores del triángulo). 
Del punto O de intersección de bisectrices (fig. 0.5)6) traza
mos una perpendicular a cualquier lado del triángulo (en 
la fig, r. ,96, hacia el lado AH), la cual interseca el lado en 
el punto D. Mediante el radio | OD | con centro en el punto 
O circunscribimos la circunferencia buscada.

2) Inscribir una circunferencia en un rombo (o en un cua
drado).

Fig. 0.04.
B

Fig. 0.93,

>4
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Trazamos las diagonales del rombo (en la fig. 0.97, los 
segmentos A C  y BD)> Por el punto O do su intersección tra
zamos una perpendicular a cualquier lado del rombo (en 
la fig. 0.971 al lado fíC; E  es el punto de intersección do la 
perpendicular con el lado). La circunferencia con centro O 
y de radío igual a | OE  | es la circunferencia buscada.

3) Circunscribir un cuadrado alrededor de una circunferencia 
dada .

Trazarnos dos diámetros perpendiculares entre sí de la 
circunferencia dada (en la fig. 6.98 AD  y  CD, los diámetros).

De sus extremos (de los puntos A. /J, Ct D) como de un cen
tro circunscribimos cuatro semicircunferencias mediante ra
dios iguales al radio de la < ircunfíM'encia dada. Los puntos 
de i id infección de las semicircunferencias son los vértices 
del cuadrado buscado.

4 )  Circunscribir alrededor de una circunferencia dada un 
hexágono y un octágono regulares.

Marcando en ia circunferencia seis (ocho) puntos de la 
misma manera, que en los problemas 4), ñ) p. 13,6, cons
truimos las tangentes a la circunferencia dada en los puntos 
marcados. Los puntos de intersección de las tangentes veci
nas darán los vértices del hexágono regular {del octágono).

13.8, Construcción de triángulos.
1 )  Construir un triángulo por tres lados a , ó ,  c.
De los extremos del segmento A B  — a como de los cen

tros circunscribimos dos arcos de circunferencias mediante
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los radios h y c (fig. 6.99). El punto de su intersección C 
es el tercer vértice del triángulo buscado ABC. El problema 
tiene solución, si los segmentos a % b y c satisfacen las des
igualdades del triángulo.

2) Construir un triángulo por dos lados a, b y el ángulo 
entre ellos.

Construimos un ángulo que es igual al ángulo y. Del 
vértice dol ángulo trazamos en sus lados los segmentos CA

y CB, respectivamente iguales a los segmentos a (fig. 
6,100). Juntarnos los puntos A y B. El triángulo. A es el 
triángulo buscado.

3) Construir un triángulo por un lado a y los ángulos ad
yacentes a él $ y Y (P +  y <! 180°).

Para cada uno de los extremos del segmento HC (BC =  a) 
trazamos los ángulo P y y (fig, 6.101). El punto /l de inter
sección de los ravos HA y CA es el tercer vértice del trián
gulo ABC.

4) Construir un triángulo por la base a, la altura htl y el 
ángulo del vértice a.

Construimos un arco de una circunferencia, del cual el 
sogmento AB — a se ve bajo el ángulo dado a (véase el 
problema 6) p. 13.4). Trazamos una perpendicular arbitra
ria al segmento AB  y trazamos en él un segmento AN  =  ha. 
Por el punto N  trazamos una recta NL que es paralela a la 
recta que pasa por los puntos A , B. El punto obtenido de 
intersección de la recta NL con el arco de la circunferencia 
(el punto C en la fig. 6.102) es el vértice del triángulo busca
do ABC (el problema tiene dos soluciones).

5) Construir un triángulo por dos lados ay b y el ángulo 
que e$ opuesto al lado a.

A

Fig. 0.93- Fig. 0.100.
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Construimos un arco de la circunferencia, ile la cual el 
segmento Afí a se ve bajo el ángulo Hado a. Del extremo 
A del segmento Afí como centro mediante mi radio igual a 
b trazamos un arco que se interseca con el primer arco. EL

punto de intersección do estos arcos (en la fig. 0.103 son 
los puntos C y C\) será el tercer vértice del triángulo buscado 
ABC (6f|). En dependencia de los valores a, b y ot el proble
ma tiene una o dos soluciones o no tiene soluciones.

6) Construir un triángulo por el lado a% el ángulo de la 
base a y la suma de los otros dos lados b +  c.

Del extremo A del segmento Afí (Afí — a) trazamos el 
ángulo a. En el rayo AN  trazamos la suma dada He dos la
dos del triángulo buscado (en la fig. 6.104 A fís - - h +  c). 
Del punto medio del segmento BBX levantamos una perpen
dicular hasta la intersección con el rayo Afíx. El punto de 
intersección del rayo y la perpendicular (en la fig. 6.104 
es el punto C) es el tercer vértice del triángulo buscado ABC,

7) Construir un triángulo por un lado ay un ángulo de la 
base a y la diferencia de los otros dos lados b — c.
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Del extremo A de) segmento AB (AB =  a) trazamos un 
ángulo a. lín el rayo AN  trazamos la diferencia dada b — c 
de dos lados del triángulo buscado (en la fig. 0.105, el seg
mento ABU AB =  b — c). Del punto medio del segmento 
BB¡ levantamos una perpendicular hasta la intersección con 
el rayo AN . El punto de intersección del rayo AN  y la per-

Fig. tí. 105. hig. fi.lOfi.

pendicular (en la fig. 6.105, e.1 punto C) es el tercer vértice 
del triángulo buscado ABC.

8) Construir un triángulo por dos ángulos dados ct, $ y el 
perímetro P.

Construimos los ángulos a/2, p/2. Construimos el seg
mento AB — P. De los extremos A y B trazamos los ángu
los a/2 y p/2 de tal manera que los rayos que son los segun
dos lados do estos ángulos, pertenezcan a un semiplano res
pecto a la recta AB (fig. 6.106). De los puntos medios de los 
segmentos AE y BE (E es el punto de intersección de los la
dos de los ángulos) levantamos las perpendiculares hasta 
la intersección con el segmento AB  en los puntos C y D. 
El triángulo CED es el buscado.
9) Construir un triángulo por la altura ha, mediana ma 

y bisectriz l a, trazadas desde el mismo vértice.
Construimos un triángulo rectangular ABC con la hipo

tenusa AC — mQ y el cateto AB = k a (fig. 6.107). Median
te un radio que es igual a lai con centro en el punto A cons
truimos un arco que interseca el cateto BC en el punto Z>. 
Construimos una recta MN  que es perpendicular a la recta 
BC y  que pasa por el punto C. Designamos el punto'de inter
sección del rayo 4̂D y de la recta M N  con la letra L. Le
vantamos una perpendicular al segmento AL en su punto 
medio. El punto de intersección O de la perpendicular dada
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con la rocía *MN os el contro de la circunferencia circunscri
ta alrededor del triángulo buscado. Mediante un radio que es 
igual a AO, con ccnLro en el punto O trazamos una circun
ferencia que interseca la recta fiC en los puntos R y S. 
El triángulo con los vértices A, R t S es el buscado.

10) Construir un triángulo por tres medianas mai mb, mc.

2 2 •>Construimos los segmentos— may — rnit, -- mc.
Construirnos un triángulo APQ (fig, 6,108) con los lados

9 0 0
mc {véase el problema l)del misino punto). En

el rayo AP  del punto P trazamos el segmento PM
Hallamos el punto medio del segmento PQ y en el rayo AN  
trazamos el segmento NC — AN. Construimos un rayo CAÍ 
y trazamos en él un segmento BM  =  CM de tal manera que 
el punto M  pertenezca al segmento BC. Los puntos B y 
C son los vértices del triángulo buscado.

11) Construcción de triángulos rectangulares.
La construcción del triángulo rectangular por dos cate

tos se efectúa de la misma manera que en el problema 2) del 
presente punto, para el caso P =  90°.

La construcción de un triángulo rectangular por un cate
to y un ángulo agudo a  se efectúa de la misma manera que en 
el problema 3), si el ángulo P lo hacemos igual a 90°.
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La construcción de un triángulo rectangular por la hi
potenusa y el ángulo agudo a  se reduce al problema 3) para 
el caso de los ángulos agudos a  y P =  90° — a.

12) Construir un paralelogramo por los lados dados a, b y 
el ángulo a  entre ellos.

Construimos el ángulo M AN  que es igual al ángulo dado 
a (lig. 6.109). En el rayo AM  trazamos un segmento AC — 
— a, y en el rayo AN  trazamos el segmento AB  — fr. Traza
mos del punto B como de un centro el arco de radio AC,

y del punto C, el arco do radio A B , Juntamos el punto de 
intersección de estos arcos (en la fig. 6.109, el punto O) 
con los puntos tí y C. El cuadrilátero ABDC es el paralelo- 
gramo buscado.

§ 14. Ángulo poliedro
Sean dados un polígono plano y cualquier punto S 

que no pertenece al plano dol polígono dado (en la fig. 
6.110 el polígono <I> es un hexágono ABCDEF).  La unión de 
todos los rayos que tienen un origen común S o intersecan 
un polígono dado O (fig. 0.110) se llama ángulo poliedro*).

Et punto S se llama vértice del ángulo poliedro; las ra
yos S A y SB , SC% SD , SE , SF que contienen los vértices del 
polígono se llaman sus aristas; los planos que contienen los 
triángulos SAB, SBCy ele., sus caras.

Según el número de caras se distinguen los ángulos trie
dros, tetraedros, pentaedros, etc. El ángulo poliedro se de
signa mediante letras, anotando primero el vértice, y des
pués sucesivamente un punto en cada una de sus aristas.

•) A veces también se llama ángulo poliedro al conjunto de todos 
los rayos que tienen un origen común S e intersecan una quebrada 
cerrada ABCDEF, es decir, a la unión de todas las caras del ángulo 
poliedro.
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Así, por ejemplo, el ángulo de seis caras representado en la 
fig. I>.110 se denota

SABCDEF.
Cada dos caras de un ángulo poliedro que tienen una cara co
mún forman un ángulo diedro.

Se llama región interior del ángulo poliedro al conjunto de 
todos sus puntos que no pertenecen a las caras. El ángulo po
liedro, cuya región interior está situada a un lado del pla
no de cada una de sus caras, se llama ángulo poliedro conve
xo. En caso contrario el ángulo poliedro se llama no convexo.

Los ángulos ASB,  BCS, etc. se llaman ángulos planos 
del ángulo poliedro SABCDEF (véase fig. (i. 110).

Las propiedades de los ángulos planos de un ángulo poliedro 
son:

1) Cada ángulo plano del ángulo poliedro es menor que 
la suma de los demás ángulos planos suyos.

2) En un ángulo poliedro convexo la suma de los ángu
los planos es menor que 260°.

Un ángulo poliedro simple es un ángulo triedro. El cum
plimiento de las desigualdades

| P — y | < a < P  +  v> a  P +  Y <  360°
es una condición necesaria y suficiente para la existencia de 
un ángulo triedro con los ángulos planos a , pt y.

Teorema de los cosenos para el ángulo triedro. El coseno 
de un ángulo plano del ángulo triedro es igual al producto de 
los cosenos de los otros dos ángulos planos, sumado con el 
producto de los senos de los mismos ángulos y el coseno del 
ángulo diedro definido por estos ángulos planos (fig. G .ill):

eos a  ~  eos P eos y +  sen p sen y eos a.
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§15, Superficie poliédrica. Poliedro
Se llama superficie poliédrica al conjunto ríe un número 

finilo do polígonos planos tal, que cada lado do cualquiera 
do los polígonos os «al mismo tiempo el lado del otro (pero 
sólo de uno) polígono, que se llama adyacente con el prime
ro.

Desde cualquiera de los polígonos que forman una super
ficie poliédrica se puede llegar hasta cualquier otro, movién
dose por los polígonos adyacentes.

Los polígonos que forman una superficie poliédrica se 
llaman caras de ésta; los lados de los polígonos se llaman 
aristas, y los vértices, vértices de la superficie poliédrica.

En la fig. 0.112 estjín represen tildas las uniones de los 
polígonos que satisfacen las exigencias indicadas y que son 
superficies poliédricas. En la fig. 6.113 se muestran figuras 
que no son superficies poliédricas.

La superficie poliédrica divide el espacio en dos partes, 
la región interior de la superficie poliédrica y la región 
exterior. De las dos regiones la exterior será aquella, en 
la cual existen rectas que pertenecen por completo a la re
gión.

La unión de la superficie poliédrica y su región interior 
se llama poliedro. Al mismo tiempo la superficie poliédrica

Fig. 6.112.

F ig . 6 .1 1 3 .
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y 8ii región interior se llaman respectivamente superficie y 
región interior del poliedro. Las caras» aristas y vértices do 
la superficie del poliedro se llaman respectivamente caras, 
aristas y vértices del poliedro.

Un poliedro se llama convexo, si todo él osla situado a un 
lado del plano de cualquiera de sus caras.

Se llama diagonal de un poliedro al segmento que une 
dos vértices de éste» no situados en la misma cara.

El poliedro se suele designar enumerando sus vértices e 
indicando sus propiedades especiales. Por ejemplo» el 
poliedro SAHCD representado en la fig. (i. 114 es una pirá
mide» el poliedro ABCDA1lilCiDl (fig. 6.115), un parale
lepípedo.

§ 16. Prisma
Se llama prisma n-angular al polígono, dos caras del cual 

son ^-polígonos iguales situados en los planos paralelos, y 
las demás n caras son paralelogramos.

Se llaman bases del prisma a un par de «-polígonos igua
les. Las demás caras del prisma so llaman laterales, y su 
unión se llama superficie lateral del prisma. En la fig. 6.116 
se muestra un prisma pentagonal.

Los lados de las caras del prisma se llaman aristas, y 
los extremos do sus aristas» vértices del prisma. Las aristas 
que no están situadas en la base del prisma se llaman aris
tas laterales.

Un prisma es recto si las aristas son perpendiculares a 
los planos de las bases. En caso contrario el prisma se llama 
inclinado.
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Se llama altura de) prisma al segmento de la perpendicu
lar a los planos de las bases del prisma, cuyos extremos per
tenecen a estos planos.

So. llama prisma regular al prisma recto, cuyas bases son 
polígonos regulares.

Área de la superficie lateral del prisma. Sen dado un pris
ma arbitrario (en la fig. 0.117» el prisma pentagonal).

Por el punto A que pertenece a una de sus aristas laterales 
trazamos el plano a , que es perpendicular a esta arista {y, 
por consiguiente, perpendicular a todas las demás aristas la
terales). Si el plano <x interseca todas las aristas laterales del 
prisma, entonces el polígono obtenido (en la fig. 0.117, el 
pentágono ABCDE) se llama sección ]>erpeudicular del pris
ma (si no existe tal polígono, entonces por sección perpendi
cular del prisma se toma el polígono que tiene los vértices 
en los puntos de intersección del plano a con las prolonga
ciones de las aristas laterales).

El área de la superficie lateral del prisma se calcula según 
la fórmula

Sl*l=Pn-\At'U\*
donde Pn, es el perímetro de la sección perpendicular del 
prisma, | í4j/I2 | , la longitud de la arista lateral.

El área de la superficie total del prisma es igual a la suma 
de las áreas de Ja superficie lateral del prisma y de sus dos 
bases.

El volumen del prisma inclinado se calcula por la fórmula

V - S n-\AtA2U
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donde Sn es el área de la sección perpendicular del prisma, 
\ A íA 2 | , la longitud de la arista lateral, o según la fór
mula

V — S]base
donde Sbase es el área de la base del prisma, H es la altura.

§ 17. Paralelepípedo. Cubo
Se llama paralelepípedo al prisma cuyas bases son parale* 

logramos.
Todas las seis caras del paralelepípedo (fig. 6.118) son 

paralelogramos.
Se llaman diagonales del paralelepípedo a los segmentos 

que unen los vértices de éste, no situados en la misma cara.

Jh ¿/ V, c,

Fig. <U19.

Propiedades del paralelepípedo:
1) El punto medio de la diagonal del paralelepípedo es 

su centro de simetría.
2) Las caras opuestas del paralelepípedo son iguales dos 

a dos y paralelas.
3) Todas las cuatro diagonales del paralelepípedo se in

tersecan en un mismo punto, en el cual se dividen por la 
mitad.

Se llama paralelepípedo recto al que tiene las aristas la
terales perpendiculares al plano de la base del paralelepípe
do, (en la fig. 0.119 AfíCDAlfíiCíDl es un paralelepípedo 
recto).

So llama rectangular al paralelepípedo recto, cuya baso 
es un rectángulo. Todas las caras deJ paralelepípedo rectan
gular son rectángulos. Las longitudes de tres aristas de un
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paralelepípedo rectangular que salen de un misino vértice 
se llaman dimensiones del paralelepípedo rectangular.

Propiedades del paralelepípedo rectangular:
1) El cuadrado de la diagonal del paralelepípedo rectan

gular es igual a la suma de los cuadrados de sus tres dimen
siones:

(P -  a3 +  />* -|- c*.
2) To<Jas las diagonales del paralelepípedo rectangular 

son iguales.
Puesto que el paralelepípedo es un caso particular del 

prisma* el área de la superficie y el volumen del paralele
pípedo se calculan mediante las fórmulas del área do la su
perficie y del volumen del prisma. Además, el volumen del 
paralelepípedo rectangular se puede calcular según la fórmu
la

r -= abe,
donde a, bt c son las tres dimensiones del paralelepípedo 
rectangular.

Cubo. Se llama cubo al paralelepípedo rectangular que 
tiene dimensiones iguales. Todas las caras del cubo son cua
drados iguales.

El volumen fiel cubo se calcula por la fórmula
V -  a 3 ,

donde a es la dimensión del cubo.

§ 18. Pirámide. Pirámide truncada
Se llama pirámide al poliedro una de cuyas caras es un 

polígono cualquiera y las domas son triángulos que tienen 
un vértice común.

El polígono se llama base de Ja pirámide» y las demás ca
ras (triángulos) se llaman caras laterales de la pirámide.

Existen pirámides triangulares, cuadrangulares, pen
tagonales, etc., según el tipo de polígono que se encuentra 
en la base. La pirámide triangular si» llama también tetrae
dro. En la fig. 6.120 se muestra una pirámide cuadrangular 
SABCD , cuya base es ABCD y las caras laterales son SAJi, 
SBC, SCO, SAO.
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Los lados de las caras de la pirámide se llaman aristas. 
Las aristas que pertenecen a la base do la pirámido se llaman 
aristas de la base, y todas las demás aristas se llaman latera
les. El vértice común de todos los triángulos (caras laterales) 
se llama vértice de la pirámide (en la fig. ü.120 el punto S 
es el vértice de la pirámidef los segmentos SA , SBy SC , 
SD son las aristas laterales y los segmentos A B , BCy CD, 
AD } las aristas de la base).

Se llama altura de una pirámide al segmento de ia per
pendicular, trazada del vértice déla pirámide S al plano de

la base (los extremos de este segmento son el vértice de la 
pirámide y la base de la perpendicular). En la fig. ü.120 
SO es la altura de la pirámide.

Pirámide regular. Una pirámide es regular, si la base es 
un polígono regular, y la proyección ortogonal del vértice 
sobre el plano de la base coincide con el centro del polí
gono, situado en la base de la pirámide.

Todas las aristas laterales de la pirámide regular son 
iguales entre sí; todas las caras laterales, son triángulos 
isósceles iguales.

La altura de cualquiera de las caras laterales de la pirá
mide regular, trazada desde su vértice, se llama apotema 
de esta pirámide. En la fig. 6.121 SN  es la apotema. 
Todas las apotemas de una pirámide regular son iguales 
entre sí.

Él área de la superficie lateral de una pirámide es igual 
a la suma de las áreas de los triángulos de las caras latera
les, y el área de la superficie total es igual a la suma del área 
do la superficie lateral y del área de la base.
21—01477
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El arca de la superficie lateral de una pirámide regular 
se calcula mediante la fórmula

donde P es el perímetro de la base de la pirámide, h es la 
apotema.

El volumen de una pirámide se calcula por la fórmula 

V =  ~ S H ,

donde S es el ároa de Ja base de la pirámide y H,  su altura.
Pirámide truncada. Tomemos tina pirámide arbitraria. 

Por nn punto perteneciente a cualquier arista lateral y que
no coincide con sus extremos traza
mos un plano, paralelo al plano de 
la base (fig. 6.122). El plano tra
zado cortará la pirámide en dos 
parios: en la pirámide S AxBiCxDx 
(en la fig. 6.122 la que está situada 
más arriba del plano de la sección) 
y on la pirámide truncada (en la 
fig. 6.122 la pirámide truncada está 
situada más abajo del plano de la 
sección).

Se llama poliedro truncado al 
que tiene por vértices los vértices 
de Ja base do la pirámide y los 

vértices de la base de la pirámide cortada.
Las bases de la pirámide truncada son polígonos homoté- 

Ucos (en la fig. 6.122 los cuadriláteros ABCD y A XBXCXD X 
son bases de la pirámide truncada). El centro de homotecia 
es el vértice de la pirámide. Se llama altura de la pirámide 
truncada a la perpendicular al plano de las bases que tiene 
los extremos en los planos de las bases de la pirámide. Las 
caras laterales de una pirámide truncada son trapecios.

Una pirámide truncada se llama regular, si es una parte 
de Ja pirámide regular. Las caras laterales de una pirámide 
truncada regular son trapecios isósceles iguales. La altura 
de cada una de estos trapecios so llama apotema de la pirá
mide truncada regular.
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El área de la sujyerficie lateral do uno piró mida truncada 
regular se calcula por la fórmula

S =  ± (P  +  p)h,

donde P y p son los perímetros de las bases de la pirámide, 
h es la apotema.

El área de la superficie total de una pirámide truncada es 
igual a la suma de las áreas de las bases y del área de la su- 
perficie lateral de la pirámide.

El volumen de una pirámide truncada se calcula por la fór
mula

y = l HiSi+Vs^l+sJ,
donde / /  es la altura de la pirámide truncada, S k y St son 
las áreas de las bases.

§ 19. Poliedros regulares
Un poliedro se llama regular, si todas sus caras son polí

gonos regulares, y todos sus ángulos poliedros tienen el mis
mo número de caras.

Todas las aristas de un poliedro regular son segmentos 
iguales, todos los ángulos planos de un poliedro regular tam
bién son iguales.

Existen cinco tipos distintos de poliedros regulares (con
vexos): el cubo, tetraedro regular, octaedro regular, dode
caedro regular, icosaedro regular. En la fig. 6.123—6.127 
se muestran los poliedros regulares enumerados, asi como las 
desarrollantes do sus superficies.

En lo posterior vamos a usar las denotaciones siguientes: 
V es el volumen; S es el área de la superficie; /? es el radio 
de la esfera circunscrita; res el radio de la esfera inscrita; H 
es la altura (para aquellos poliedros, para los cuales este 
concepto tiene sentido); con a denotamos cada una de las 
aristas iguales.

El cubo. Todas las seis caras son cuadrados iguales. El 
cubo tiene ocho vértices y doce aristas.

V =  a*í 
S =  6a*,

21*
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U * y i
T *

r a 
2 #

El tetraedro. Todas las cuatro caras son triángulos 
equiláteros ¡guales. El tetraedro tiene cuatro vértices y seis

Fir. C.I23.

Fír. <>-127.

</* V i 
12 9

5 - « *  V \

I 7

aristas.
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r a  / r >
n  ’

VI
3 •

El octaedro. Todas las ocho caras son triííngiilos equilá
teros iguales. 1¡1 octaedro tiene seis vértices y doce aristas.

V = a* V t  
3 ’

S -2a* V<V

n a V 7Í  
•> i

a

r ~  G *
El dodecaedro. Todas las doce caras son pentágonos regu

lares iguales. Un dodecaedro tiene veinte vértices y trein
ta aristas.

i /  n3 (15  +  7 V ^ )
~  á 9

S 3as y  5 (5 -1-2 / 5 ) ,
„  _ a / 3 ( l +  y 5)
H = -------- ----------,

« V 10 (25  +  11 VI)
2 0

El icosaedro. Todas las veinte caras son triángulos equilá
teros iguales. El icosaedro tiene doce vértices y treinta aris
tas.

„ 5*»(3+l/5)
12 ’

S - 5 a a \V3,

„  a / 2 ( 5 +  Vs)«  . ..-----------------  ,

r -  « / 3 ( 3 +  l ^ )
12
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El número de aristas, el número de vértices y el número 
de caras de los poliedros regulares se relacionan entre sí 
por la fórmula de Eider*)

N -  L +  F «  2,
donde N es el número de vértices, F es el número do las ca
ras y £, el número de aristas.

§ 20. Figuras de rotación
Supongamos que en el espacio se da una recta l y se elige 

cierto punto arbitrario M que no pertenece a la recta l. 
Construimos un plano a perpendicular a la recta l y que con
tiene el punto M  (fig. 6.128). El pleno a interseca la recta l

en cierto punto O. Examinemos una circunferencia de radio 
OM con centro en el punto O, perteneciente al plano a. De 
tal circunferencia se dice que so obtiene por rotación del 
punto M  alrededor del eje /.

Examinemos ahora en el espacio la recta l y cierta figura 
f \  perteneciente al plano que pasa por la recta dada l 
(fig. 6.129). A cada punto de la figura F, no perteneciente a 
la recta /, le asignamos una circunferencia que se obtiene

♦) La fórmula de Euler es válida no sólo para los poliedros regu
lares, sino también en general para todos los poliedros convexos (por 
ejemplo, para e) prisma, la pirámide, etc.).
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como rosultado (te la rotación del punto dado alrededor do 
la recta L

La unión de todas tales circunferencias y puntos do la 
figura F% pertenecientes a la recta í, so 1 lanía figura de ro
tación, obtenida como resultado de la rotación do la figura 
F alrededor de la recta l , la cual so llama eje de rotación.

Se llama sección de una figura de rotación a! corte no va
cío de esta figura y el plano.

La sección de una figura de rotación so llama sección 
axial» si representa un corte de la figura do rotación por el 
piano que pasa por el eje de rotación do esta figura.

Examinemos on un plano de coordenadas Oxy  un trapecio 
curvilíneo» limitado por una gráfica de una función conti
nua y — /  (z), el ojeOz y las rectas x - a y x — b (fig. (i. 130). 
Girando el trapecio curvilíneo alrededor de) eje ()x, obtene
mos una figura de rotación (fig. 0.131) cuyo volumen se cal
cula por la fórmula

í>
V*=n \ I2 (z) dx.

§ 21. Cilindro

Se llama cilindro circular recto (o simplemente cilindro) 
a la figura engendrada por un rectángulo que gira alrededor 
del eje que pasa por uno de sus lados.

Se llama superficie cilindrica (fig. 6.132) a la engendrada 
por rotación alrededor del mismo eje de una quebrada, coni-
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puesta por lados de un rectángulo que no están situados en 
el eje de rotación.

Se llaman basen del cilindro a los círculos obtenidos por 
rotación de los lados, adyacentes al lado que pertenece al eje 
de rotación (en la fig. (i.132 las bases del cilindro se obtienen 
como resultado de la rotación de los lados del rectángulo

Ali y DC alrededor del eje BC). El radio de estos dos círcu
los iguales se llama radio de la base del cilindro  ̂ En la fig.
6.132 el segmento AB es el radio de la base.

Se llama superficie lateral de un cilindro a la figura, ge
nerada por rotación de un lado del rectángulo que no es 
adyacente al lado perteneciente al eje de rotación. En la fig.
6.132 la superficie lateral del cilindro se obtiene por rota
ción del lado AD alrededor del eje BC. El segmento AD se 
llama generatriz del cilindro.

Se llama altura de un cilindro a la perpendicular a los 
planos de las bases del cilindro, cuyos extremos coinciden 
con los centros de las bases do este cilindro. En la fig. 6.132 
el segmento BC es la altura del cilindro.

La desarrollante de un cilindro representa un rectángulo, 
un lado del cual es igual a la longitud de la circunferencia 
de la base del cilindro, y el otro a la altura del cilindro, y 
dos círculos con radios, son iguales al radio del cilindro (fig. 
6.133).

El volumen del cilindra se calcula por la fórmula
V -  nñ¿H%
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donde R  es el radio de la base del cilindro, H es la altura 
del cilindro.

Por área de la superficie lateral de un cilindro se toma el 
límite de la relación entre el incremento del volumen de un 
cilindro y el incremento del radio de la base del cilindro, 
cuando el incremento del radio tiende a cero:

*Siat. cll = Arcii
A*

El área de la superficie lateral y total de un cilindro se cal
cula mediante las fórmulas

— 2ji R lf ,
Son. ^  2nRH +  2n R \

donde R es el radio de la base del cilindro y H es la altura 
del cilindro.

Las fórmulas para calcular el volumen y el área de la 
superficie lateral de un cilindro pueden ser obtenidas tam
bién sin utilizar los conceptos de la integral definida y de 
la derivada. Tomemos un cilindro circular recto e inscriba
mos en las bases del cilindro dos «-polígonos regulares de 
tal manera, que para la proyección ortogonal sobre el plano 
de la baso inferior del cilindro la proyección del «-polígono 
superior coincida con el «-polígono inferior. Construyamos 
un prisma, cuyas bases son «-polígonos, que se encuentran en 
las bases del cilindro (de tal prisma se dice que está inscrito 
en el cilindro).

Por volumen del cilindro se toma el límite de una suce
sión de volúmenes de los prismas regulares, inscritos en el 
cilindro, para el incremento infinito del número do lados 
de los polígonos regulares situados en la base del prisma.

El área de un n-polígono regular sn se expresa por el radio 
de la circunferencia circunscrita /?, según la fórmula

t-j o n 2n=  sen — .

El volumen de un prisma regular Vny en las bases del cual 
se encuentran unos «-polígonos regulares, es igual

Fn =  ,Ra / /  . s e n i i2 n
(aquí H es la altura del prisma).
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El volumen del cilindro es:
Fcl| =  lím Vn =

n-*oo

Por área de la superficie lateral de un cilindro se toma el 
límite de la sucesión de las áreas de las superficies laterales 
de los prismas regulares, inscritos en el cilindro, para un 
aumento infinito del número de los lados de los polígonos 
regulares, situados en la base de los prismas.

El área de la superficie lateral de un prisma de altura 
l f % en cuya base se encuentra un n-polígono regular es:

S n — 2 l i l i  • n * sen — ,n
lím Sn -~^2nRH — cil.*

§ 22. Cono. Cono truncado
Se llama cono circular recto (o simplemente cono) a la 

figura engendrada por rotación de un triángulo rectangular 
alrededor de un eje que contiene su cateto.

Se llama superficie de un cono a la figura engendrada por 
rotación alrededor del mismo eje de una quebrada, compuesta 
por una hipotenusa y un cateto que no pertenece al eje de 
rotación. La figura, obtenida por rotación de la hipotenu
sa, se llama superficie lateral del cono, y la figura (el círcu
lo), obtenida por rotación de un cateto, se llama base del 
cono (fig. 6.134). El radio de este círculo se llama radio de 
la base del cilindro (en la fig. 6.134, el segmento OA).

Se llama altura del cono al cateto del triángulo, perte
neciente al eje (en la fig. 6.134, el segmento SO es la altura 
del cono). La hipotenusa de un triángulo rectangular se lla
ma generatriz del cono (en la fig. 6.134, segmento AS  es la 
generatriz del cono).

La desarrollante de la superficie lateral de un cono es un 
sector circular, y la desarrollante total de la superficie del co
no representa un sector circular y un círculo (fig. 6.135)*

El wlumen del cono se calcula mediante la fórmula
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donde R es el radio de la base del cono y II, la altura del co
no.

Por área de la superficie lateral del cono se toma el li
mito de la relación entre el incremento del volumen del co
no y el incremento de la normal mayor de la generatriz del

Fig. 6.134. Fig. 6.135.

cono, cuando el incremento de esta normal tiende a cero:
f»  K m
^ la t .  con* — - r —

(La longitud del mayor de los segmentos, perpendiculares a 
la generatriz del cono, que tiene los extremos en la genera
triz y en el eje del cono, so llama normal mayor de la genera
triz de un cono).

El área de la superficie lateral de un cono se calcula por 
la fórmula

“  llRL,
donde R es el radio de la base de) cono y L, la generatriz 
del cono (L =  | AS  j en la fig. 6.134).

Las fórmulas para calcular el volumen y el área de la 
superficie lateral de un cono pueden ser deducidas también 
sin aplicar los conceptos de la, integral definida y de la de
rivada. Inscribamos en la base del cono un n-polígono y cons
truyamos una pirámide regular, cuya base es un /i-polígo
no regular, y el vértice coincide con el vértice del cono (so
bre tal pirámide se dice que está inscrita en el cono).
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Por volumen de un cono se toma el límite de [a sucesión 
de las pirámides regulares, inscritas en el cono, para un in
cremento infinito del número de los lados de nn polígono re
gular, que es la base de la pirámide.

Por área de la sujwrficie lateral de un cono se toma ol lími
te de la sucesión de las áreas de las superficies laterales de las

$

pirámides regulares, inscritas en el cono, para un incremen
to infinito de) número de lados de uu polígono regular situa
do en las bases do las pirámides.

La deducción de las fórmulas para calcular el volumen y 
el área de la superficie lateral de un cono es análoga a la 
deducción de las respectivas fórmulas para el cilindro (véa
se § .21).

El área de la superficie total de un cono se calcula por la 
fórmula

SCun -■ nRL -I jiI{£.

Cono truncado. Se llama cono truncado a Ja parto del co
no que está limitada por su base y sección, paralelas al pla
no do la base.

Las bases del cono truncado son círculos homotéticos 
con centro tic homotecia en el vértice del cono (en la fig. 
6.136 en el punto S).

Un cono truncado se puede obtener como resultado de 
la rotación de un trapecio isósceles alrededor (le su eje de
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simetría (en la fig, (i.136, del trapecio AAJi\ l i ) .  Al girar 
la frontera de este trapecio se obtiene la superficie de un co
no truncado.

Se llama generatriz del cono truncado al lado lateral del 
trapecio; los círculos, obtenidos por rotación de las bases del 
trapecio se llaman bases del cono truncado.

La desarrollante de un cono truncado representa la unión 
de nna parte del anillo circular y de dos círculos (fig. 6.137).

El volumen del cono truncado se calcula por la fórmula

V - i. n H ( R ‘ + R tliz + Rl),

donde / /  es la altura del cono truncado (en la fig. 6.136 
II — | OOx |), Ry y R* son los radios de las bases superior e 
inferior del cono truncado (en la fig. 6.136 R x =  | OA |, 

\OxA x | ) .
El área do la superficie lateral de un cono truncado es igual 

a la diferencia de las superficies laterales de un cono per" 
feclo y un cono cortado por un plano, paralelo a la base 
del cono.

El área de la superficie lateral de un cono truncado se 
calcula según la fórmula

S\a t  =  n ( f t i  +  R i )

donde L es la generatriz del cono truncado (en la fig. 6.136
L - \ A A t | ) .

§ 23. La esfera y el cuerpo esférico
Se llama esfera al conjunto de todos los puntos del espa

cio que so encuentran a una distancia positiva dada H 
del punto dado del espacio O.

Kl punto dado O se llama centro de la esTera (fig. 6.138).
El segmento OM (Al es un punto arbitrario de la esfera) 

se llama radio de la esfera (OM ~  /?). El segmento que une 
dos puntos cualesquiera de la esfera se llama su cuerda. La 
cuerda que pasa por el centro de la esfera se llama diámetro 
de la esfera. El diámetro de la esfera es igual a su radio doble.

El conjunto de todos los puntos del espacio que se en
cuentran del punto dado O a una distancia no mayor que la 
distancia dada i?, se llama cuerpo esférico (esfera).
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El cuerpo esférico se puede obtener por rotación de un 
semicírculo alrededor do un eje que contiene el diámetro 
del semicírculo (véase fig. <>.138). La figura, obtenida por ro
tación de una semicircunferencia, es una esfera, es decir, es 
la superficie del cuerpo esférico. El centro, el radio y las

cuerdas do esta esfera se llaman respectivamente el centrof 
radio y cuerdas del cuerpo esférico. Todos los plintos de éste* 
que no pertenecen a su superficie, se llaman puntos interiores 
del cuerpo esférico.

En el sistema de coordenadas rectangular espacial Oxyz 
la ecuación de la esjera de radio R con centro en el pinito S 
(a; c) tiene la forma (fig. 6.139)

El volumen del cuerpo esférico de radio fí se calcula por 
la fórmula

Por área de una esfera (área de la superficie del cuerpo es
férico) se toma el límite de la relación entre el incremento 
del volumen del globo, limitado por esta esfera y el incre
mento del radio, cuando este último tiende a cero:

i'itf. 0.138. Fig. 0,131).

(* -  a)¿ +  ( y -  by t (z -  cy R\
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El cuerpo esférico se puedo obtener por rotación de un 
semicírculo alrededor de un eje que contiene el diámetro 
del semicírculo (véase fig. 0.138). La figura, obtenida por ro~ 
tación de una semicircunferencia, es una esfera, es decir, es 
la superficie del cuerpo esférico. El centro, el radio y las

cuerdas de esta esfera se llaman respectivamente el centro, 
radio y cuerdas del cuerpo esférico. Todos los puntos de éste, 
que no pertenecen a su superficie, se llaman puntos interiores 
del cuerpo esférico.

En el sistema de coordenadas rectangular espacial Oxyz 
la ecuación de la esfera de radio R con centro en el punto S 
(a; b\ c) tiene la forma (fig. 0.139)

El volumen del cuerpo esférico de radio R se calcula por 
la fórmula

Por área de una esfera (área de la superficie del cuerpo es
férico) se toma el límite de la relación entre el incremento 
del volumen del globo, limitado por esta esfera y el incre
mento del radio, cuando este ultimo tiende a cero:

Zk

B

Fig. G .m Fig. 6.139.

( X  -  ay- +  (iy -  by | (z -  cy R*.

v = «j

AV
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El área de una esfera do radio li so calcula según la fór
mula

Las fórmulas para calcular el volumen y el área de la su
perficie esférica, también pueden ser obtenidas, en general, 
como límites de las sucesiones de los volúmenos y áreas de 
figuras, inscritas en el cuerpo esférico. Sin embargo, (en 
comparación con la deducción de las fórmulas respectivas 
para el cilindro y cuerpo esférico) 
esta deducción es mucho más com
plicada y no la citaremos.

La sección de una esfera por uii 
plano es:

1) una circunferencia, si la dis
tancia del centro de la esfera al 
plano de sección es menor que el 
radio de la esfera;

2) un punto, si la distancia del 
centro de la esfera al plano de sec
ción es igual al radio.

La intersección de la esfera por 
un plano que pasa por su centro se 
llama circulo máximo (mayor). El radio del círculo mayor 
es igual al radio de la esfera. En la fig. 6.140, In y L2 son 
las circunferencias de los círculos máximos.

Cualquier par de círculos máximos se interseca por el 
diámetro de la esfera, que es también diámetro de cada uno 
de los círculos que so intersecan. Por dos puntos de la esfe
ra que se encuentran en los extremos de un mismo diámetro 
se puede trazar un conjunto infinito de círculos mayores. 
Por dos puntos quo no están situados en los extremos de un 
diámetro de la esfera se puede trazar uno y solamente un 
círculo mayor.

El plano que tiene con la esfera un solo punto común se 
llama plano tangente a la esfera. Este punto (el punto A 
en la fig. 6.140) se llama punto de tangencia de la esfera y dol 
plano. Para que el plano sea tangente a la esfera, es necesa
rio y suficiente que este plano sea perpendicular al radio de 
la esfera y pase por su oxtremo, En la fig. 6.140 el plano tan
gente a es perpendicular al radio O A .
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Una recia, perteneciente al plano tangente a la esfera y 
que pasa por el punto de tangencia (por el punto A en la 
fig. 6.140) se llama recta tangente a la esfera (cuerpo esféri
co), Por cada punto, perteneciente a la esfera, se puede tra
zar tantas como se quieran tangentes.

§ 24. Parles de la esfera

24.1. Segmento esférico. Se llama segmento esférico a la 
figura, obtenida por rotación de un segmento circular alre
dedor de un diámetro perpendicular a su Cuerda (en la fig. 
6.141 AB es la cuerda, CD} el diámetro).

La figura, obtenida por rotación del arco de un segmento 
circular, se llama superficie de segmento, y la figura, obteni
da como resultado de la rotación de una cuerda, base del

segmento esférico. El segmento del diámetro, perteneciente 
al mismo tiempo al eje de rotación y al segmento circular (en 
la fig. 6.141, el segmento KC), se llama altura de) segmento 
circular (así como, altura de la superficie de segmento).

El volumen de un segmento esférico de una esfera de radio 
R y altura 11 se calcula mediante la fórmula

V ~ ± n H > ( 3 R ~ H ) .

El área de la superf icie de segmento se calcula por la fór
mula

S =  2n /?//.
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24.2. Sector esférico. La figura, obtenida por rotación 
de un sector circular alrededor de un eje que pasa por uno de 
sus radios (fig. 6.142), se llama sector esférico. El arco del sec
tor circular forma para esta rotación una superficie de seg
mento.

El volumen de un sector esférico se calcula por la fórmula

V =  ln R * f f ,

donde R es el radio de la esfera y / / ,  la altura del segmento 
esférico (en la fig. 6.142 H =  | KC |).

El área de la superficie total de un sector esférico puedo 
ser obtenido como la suma del área de la superficie del seg- # 
mentó esférico y del arca de la superficie lateral del cono,

C  c

Fig. 6.142.

obtenido por rotación do un triángulo rectangular OKA 
alrededor del eje CO que contiene su cateto KO (véase fig. 
6.142).

El área de la superficie total de un sector esférico se calcu
la según la fórmula

vsl. ^seem *̂ con. lat. —

- 2 n l i U  | n t t  V 2 R H - H *  n  l l  (2 1 1  -|- ] /  2 R H - H * ) .

24.3. Capa esférica. La figura, obtenida por rotación 
de una parte uul círculo, comprendida entre dos cuerdas pa
ralelas, alrededor de un eje que pasa por el diámetro, per
pendicular a las cuerdas, se llama capa esférica (fig. 6.143)*

22-01477
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Los círculos» obtenidos por rotación de las cuerdas, se lla
man bases de la rapa esférica. Los radios de estos círculos (en 
la fig. 6.143» los segmentos AD y BC) se llaman radios de 
la capa esférica. El segmento del diámetro, perteneciente al

mismo tiempo al eje de rotación y a la copa esférica (en la 
fig. 6.143, el segmento >l/í), se llama altura Avie capa esfé
rica.

El volumen de la capa esféricA se calcula mediante la 
fórmula

V , | n/ /3 + | „ ( r í  +  r?)//.

donde r, y r* son los radios de la capa esférica (en la fig.
0.143 | AO | -= rt , 1 BC | — r2) y II es la altura de la capa 
esférica (en la fig. 6.143 II — \ AB |).

24.4. Zona esférica. Se llama zona esférica ala figura, ob
tenida por rotación del arco de una circunferencia, compren
dida entre las dos cuerdas paralelas, alrededor del eje que 
pasa por el diámetro, perpendicular a las cuerdas. En la 
fig. 6.143 la zona esférica está obtenida como resultado de la 
rotación del arco DMC alrededor del eje AB .

La altura de la capa esférica es al mismo tiempo la al
tura de la zona esférica respectiva.

El área de la zona esférica representa la diferencia de las 
áreas de dos superficies de segmento (en la fig. 6.143, la 
diferencia de las superficies de segmento, formadas como 
resultado de la rotación de los arcos CXKC y D ^ D ) .
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El área de la zona esférica se calcula mediante la fórmula
= 2 nfífí,

donde H es la altura de la zona esférica, R es el radio del 
arco, do cuya rotación se obtiene la zona esférica (el radio 
de la circunferencia que contiene un arco dado se llama radio 
del arco)*

§ 25. Transformaciones del plano y del espacio
25.1. Aplicación de una figura en una figura, y aplica

ción de una figura sobre una figura. Sea (D y cj>, dos figu
ras geométricas. Si a cada punto Al de la figura <I> se le asig
na de cierto modo un solo punto AfL de la figura <l>i, entonces 
tal correspondencia se llama aplicación de la figura d> en la 
figura En este caso el punto M l se llama imagen del 
punto M t y el punto M, preimagen del punto Mx. Si para la 
aplicación elegida de la figura d> en la figura <l)j ciertos pun
tos de la figura Ot tienen varias preimágenes, entonces el 
conjunto de todas las preimágones del punto Mx £ se lla
ma preimagen completa del punto Mx.

El conjunto <!>' de todas las imágenes de los puntos de la 
figura O se llama imagen de la figura O.

Si para'la aplicación elegida /  la imagen de la figura <t> 
coincide con la figura d>lt es decir, <!>' =  <!>,, entonces se dice 
que la figura d) se aplica sobre la figura ti>lT y se escribe

(D -!* <I>,
La aplicación de la figura <t> sobre la figura <1̂  se llama 

invertible i si cada punto M x de la figura O, tiene una sola 
preimagen* Para una aplicación invertible existe una apli
cación inversa, la cual aplica la figura <Dj sobre la figura 
(I>.

Si /  es la aplicación invertible de la figura O sobre la fi
gura Ó,, entonces la aplicación inversa a ella se denota por 
el símbolo f~l y se escribe:

<pt <J>.

La aplicación invertible de una figura sobre otra también se 
llama aplicación biyectiva.
22 *
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25.2. Transformación del plano y del espacio. La aplica
ción biyectiva del espacio (plano) sobre sí se llama transfor
mación del espacio (plano).

Las transformaciones más simples del espacio (plano) son:
1) Las transformaciones del espacio (plano) que conser

van las distancias. Tales transformaciones se llaman isorne- 
tría*)*

2) Las transformaciones del espacio (plano), para las 
cuales las distancias entre dos puntos cualesquiera se cambian 
en una misma relación k >  0. Tales transformaciones del 
espacio (plano) se llaman transformaciones de semejanza,

La partición dada de las transformaciones en dos tipos 
es muy condicional, pues la isometria es uu caso particular 
de la transformación de semejanza; la transformación de se
mejanza es una isometría, si k — 1.

Designemos la transformación arbitraria del espacio 
(plano) por /. Si Ja transformación /  aplica el punto M  del 
espacio (plano) sobre el punto Afx del espacio (plano), enton
ces se escribo

/  (Af) -  Afx.
El punto M x se llama imagen del punto M  para la transfor
mación del espacio (plano) /, y el punto M  es la preimagen 
de) punto M

La transformación del espacio (plano) /  se puede consi
derar como un conjunto de todos los pares ordenados de los 
puntos (Af; M t) del espacio (plano) donde M í =  /  (Af). 
El conjunto de todos los pares ordenados de los puntos del 
espacio (plano) (Af,; M) define la transformación inversa 
que aplica M x en Af. Tal transformación se llama transfor
mación inversa respecto a la transformación /  y se designa 
con el símbolo / - l .

Composición de las transformaciones. Sea f x y / 2 dos transfor
maciones sucesivas del espacio (plano):

M\ =  U m  y M , =  / ,  (A/,).
lina transformación del espacio (piano) que aplica el 

punto M  del espacio (plano) en el punto Af2 del espacio (pla
no) se llama composición de las transformaciones / x y / ,

*) En ni curso del programa escolar en vez del término «isome- 
iria» se usa el término «desplazamiento».
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y se denota
/W t-

Transformación idéntica. Una transformación del espa
cio (plano) que aplica cada punto del espacio (plano) sobre 
sí se llama transformación idéntica del espacio (plano). La 
transformación idéntica se designa con la letra E. Según la 
definición de la transformación idéntica del espacio (plano) 
tenemos que

E (M) =  M.
La transformación E puede considerarse como un conjun- 

to de todos los pares de los puntos coincidentes dol espacio 
(plano).

25.3, Isometría del espacio y del plano. Igualdad de
figuras. De todas las transformaciones del ospacio (plano) 
se pueden destacar las transformaciones, para las cuales la 
distancia entre dos puntos cualesquiera del espacio (plano) 
es igual a la distancia entre sus imágenes; es decir, si 
f  (4) c= A l y /  (B) — Bly donde A y B son dos puntos cua
lesquiera del espacio (plano), entonces \A B  | =  \ A XBX |. 
Sobre tales transformaciones del espacio (plano) so dice que 
conservan la distancia.

La transformación del espacio que conserva la distancia 
se llama isometría. De la definición de la isometría se des
prende:

4) La transformación idéntica es una isometría.
2) La transformación inversa a la isomelríu es una iso

metría.
3) La composición de dos isometrías es una isometría.
Cualquiera isometría del plano puede ser representada

como el cumplimiento sucesivo de tres transformaciones: 
la traslación paralela, el giro alrededor de un punto y la si
metría axial.

Dos figuras geométricas <I> y O, son iguales, si existe iso
metría que aplica la figura O sobre la figura Ó x*).

25.4. Rotación de un plano alrededor de un punto. Se 
llama rotación de un plano alrededor del centro O tal iso
metría del plano, para la cual:

*) En el curso de geometría de secundaria básica cu vez del tér- 
mino «igualdad» se usa el término «congruencia».
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1) el punto O so aplica sobre sí;
2) el ángulo entre cualquier rayo OX y el rayo OXx 

que le corresponde (la imagen del rayo OX) tiene la misma 
magnitud a , llamada ángulo de rotación.

Si el rayo OX coincide con el rayo OXi mediante un giro 
en sentido antihorario, entonces la dirección de rotación se 
considera positiva; si el rayo OX coincide con el rayo OX i 
mediante un giro en sentido horario, entonces la dirección

Kig. 0.145.

de rotación se considera negativa. Así, por ejemplo, en la fig.
6.144 los rayos OX y OXx dan un giro en (>0°, y en la fig.
6.145 los rayos OX y OX i dan un giro en —60°.

El giro alrededor del centro O con un ángulo de rotación 
a se designa donde a g (—180°; 180°].

El giro en un ángulo p =  a +  360°/*, donde n g Z 
y a £ (—180°; 180o], se identifica con el giro /?J,

Puesto que el giro de un plano alrededor de un punto es 
un caso particular de isometría, entonces para él son válidas 
todas las propiedades generales de isomclria:

1) La aplicación, inversa a un giro alrededor del centro 
0 , también es un giro alrededor del centro O. Así, por 
ejemplo, para un giro en sentido antihorario en un ángulo 
a 30° es inverso el giro en 30° también, pero en sentido 
horario.

2) Una composición de dos giros alrededor del centro O
en los ángulos cly y a 2 es un giro en un ángulo +  a 2:
f lj1 ° — / í f l+a,i además, la composición de dos gi
ros tiene propiedad de conmutatividad:
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25.5. Simetría central y figuras simétricas centrales. 
Se llama simetría central con centro 0  a un caso particular de 
rotación do un plano alrededor del centro O, precisamente al 
giro en 180°.

La simetría central con centro O se denota con el símbo
lo Z0. En vigor de la definición de la simetría central tene
mos que

0̂ =  ^0
Se llama simétrica central a la figura geométrica que para 

una simetría central con centro O se aplica sobre sí misma

(>r0  <T7 ~) —
F ig . 6 .1 4 0 .

(se dice también que tal figura tiene un centro de simefría. O). 
En la fig. 6.146 se muestran varias figuras simétricas cen
trales.

25.6. Simetría axial de un plano. Se dice que los pun
tos Ml y M 2 del piano a son simétricos respecto a la recta 
l perteneciente al plano a  y que no 
contiene los puntos Aft y Af4, si el seg
mento MlM 2 es perpendicular a la recta 
/ y se divide por esta recta por la mitad 
( \ MtO]  -  I OMz I), (fig. 6.147),

Cualquier punto de la recia / se 
considera simétrico a sí mismo.

La isometría de un plano, para la 
cual cada punto dei plano se aplica 
sobre un punto simétrico a ella (respecto 
a la recta dada) se llama simetría axial del plano.

La recta dada ¿se llama efe de simetría, y la simetría axial 
respecto a la recta dada l se denota con el símbolo

Puesto que la simetría axial es un caso particular de iso
metría, para ella son válidas todas las propiedades generales 
de isometría. En particular, la aplicación, inversa a la si
metría axial, es una simetría axial.

Af/T
Jr

pío

{M2é
F ig . 6 .1 4 7 .
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Para la .simetría axial es válida también una afirmación 
inás fuerte:

La aplicación, inversa a la simetría axial, es la misma si
metría axial.

Una recia l se llama eje de simetría de la figura <I>, si la 
figura <I> para una simetría axial que tiene un eje l se aplica

sobre sí misma. En este caso de la figura <I> se dice que es 
simétrica respecto al eje l.

En la fig. 6.148 se muestran varias figuras geométricas 
simples, simétricas respecto al eje l.

25.7. Simetría axial del espacio. Se dice que los puntos 
y M 2 son simétricos respecto a la recta Z, que no contiene 

los puntos Mt y M 2, si el segmento M lM2 es perpendicular 
a I y se divide por esto recia por la mitad [ \ Mt O \ =

Cualquier punto de la recta l se considera simétrico a sí 
mismo. Se llama simetría axial del espacio a la isometría del 
espacio, para la cual cada punto del espacio se aplica sobre 
un punto simétrico a ella (respecto a la recta dada /).

La recta dada l se llama eje de simetría. La simetría axial 
del espacio se disigna con el símbolo Slt

La simetría axial del espacio es un caso particular de la 
isometría del espacio, por oso para aquélla son válidas 
todas las propiedades generales de ésta.

Si la figura 0  para una simetría axial con eje l se aplica 
sobre sí misma, se dice que la figura 0  es simétrica respec
to al eje Z, y el eje l se llama eje de simetría de la figura 0 .

En la fig. 6.149 están representadas dos figuras geométri
cas espaciales quo tienen un eje de simetría l.

Fig. tí. 148.

-  \O M 2 I).
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25.8. Simetría respecto al plano. So dice que ios puntos 
M  y AfL son simétricos respecto al plano a (fig. 6.150), si 
el segmento es perpendicular a esto plano y se divide

M

Z 2

Mi

Fig. 6.149. Fig. 6.150.

por él por la mitad. Cualquier punto del plauo a se considera 
simétrico a sí mismo.

La transformación del espacio, para la cual cada punto so 
aplica sobre un punto simétrico a ella respecto al plano 
dado, se llama simetría respecto a este plano.

La simetría respecto al plano a  se designa con el sím
bolo sa.

El plano a  se llama plano de simetría de la figura <1>, 
si para la simetría respecto al plano a  la figura <D se aplica 
sobre sí misma. En este caso de la figura O se dice que es 
simétrica respecto al plano a.

En la fig. 6.151 se muestran dos figuras geométricas, si
métricas respecto al plano ot.

25.9. Homotecia del plano. Se llama homotecia del 
plano con centro O y un coeficiente k ^  0 a la aplicación del
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piano sobre si, para la cual el punto X Y es tal que

Ó T ^ k O X ,
es la imagen de un punto arbitrario X .

La homotecia con centro O y el coeficiente k se disigna 
por el símbolo H*. Utilizando esta designación, se puede es
cribir la homotecia del pltíno como sigue:

W5(X) =  X„ si O X ^ k O X .
Hablando de un conjunto de homotccias con cualquier 

centro definido, se omiten en la designación de la homotecia 
la letra 0, es decir, en vez de se escribe Hu. Si hablamos 
de una homotecia concreta, es decir, de una homotecia con 
centros y coeficientes concretos, entonces se disignan sim
plemente con H,

Propiedades principales de homotecia:
1) El centro de homotecia se aplica sobre sí.
2) Si el coeficiente k >  0, entonces los puntos X y 

Xx =  H (X) están situados en la recta OX a un lado del 
centro de homotecia, es decir, el punto X, pertenece al rayo 
OX.

Si k <  0, entonces los puntos X y X, — H (X) se en
cuentran en la recta OX a distintos lados del centro de homo- 
tecia, es decir, el punto X, pertenece al rayo que tiene el 
mismo origen O que el rayo OX y dirección contraria al rayo 
OX.

3) Si para la homotecia con un coeficiente k los puntos 
X o Y se aplican respectivamente sobre los puntos X x o 
Y u entonces

T tY \ ~ k X Y .

4) Para una homotecia con coeficiente 1 cada punto pasa 
a sí mismo. Por eso la aplicación idéntica del plano sobre 
sí es una homotecia con cualquier centro y un coeficiente 
* =  1.

5) Para la homotecia con centro O y coeficiente — 1
—

cada punto X pasa al punto Xlt para el cual OXl =  — OX,  
es decir, pasa a un punto que es centralmente simétrico al
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punto X. Por eso la homotecia con un coeficiente k ••= — 1 
es una simetría central:

# ; «  =  z 0 .

6) La homotecia con el mismo centro y coeficiente k ' — 
=  iík es una aplicación inversa a la homotecia con el coe
ficiente k.

7) Para una homotecia cuyo coeficiente es k todas las 
distancias entre Los puntos se multiplican por | k ] :

I * ,  Y* I =  \ h h  \ X Y  [ ,
donde X, =  Hh (X), Y t -  Hk (Y).

Dos figuras planas O y Oj se llaman homotéticas, si 
existe una homotecia que aplica la figura <J> sobre la figura

Las propiedades de las figuras homotéticas son:
1) Las figuras homotéticas son semejantes.
2) Para una homotecia con un coeficiente positivo cada 

rayo pasa a un rayo codirigido con él. Para una homotecia 
con un coeficiente negativo cada rayo pasa a un rayo que 
tiene una dirección contraria a él. En particular, para una 
homotecia, cualquier recta que pasa por el centro de homote
cia pasa a sí misma; una recta que no pasa por el centro de 
homotecia (para k 1) pasa a una recta paralela; un ángulo 
pasa a un ángulo igual, etc.

25.10. Homotecia del espacio. La homotecia del espacio 
se define de la misma manera que la homotecia del plano.

La transformación del espacio, para la cual la imagen de
un punto arbitrario X es tal punto XT, que OXx — kOX , 
se llama homotecia del espacio con centro 0 y coeficiente 
k 0.

La homotecia del espacio se designa con el mismo símbo
lo Hk0 que la homotecia del plano.

Todas las propiedades de homotecia del plano son tam
bién propias de la homotecia del espacio. A las propiedades 
de homotecia del plano citadas más arriba es necesario aña
dir dos propiedades más de homotecia del espacio;

1) Para la homotecia del espacio el plano se aplica o so
bre sí mismo o sobre el plano paralelo.
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2) Cualquier esfera para la homotecia del espacio con 
centro que coincide con el centro de la esfera, se aplica so
bre la esfera.

La homotecia tanto del espacio como del plano se da bien 
por el centro de homotecia y un par ordenado de puntos res
pectivos X y X t =  H (X) o bien por dos pares ordenados de 
puntos respectivos (X; Xj) e (Y ; Y t), donde Xx — H (X) 
b Y í =  H (Y ).

Además de los procedimientos de representación enume
rados más arriba la homotecia puede ser representada, por 
ejemplo, por el centro de homotecia O y el coeficiente de 
homotecia k .

25.11. Transformación de la semejanza de un plano* La
aplicación del plano sobre sí, para la cual las distancias en
tre dos puntos cualesquiera se cambian en la misma rela
ción * >  0, se llama transformación de semejanza o simple
mente semejanza.

El numero k se llama coeficiente de semejanza.
Así, si /  es la transformación de semejanza que cambia 

la distancia en k veces, y A y B son dos puntos cualesquiera 
del plano, y /  (A) — Au f (B) — Bl9 entonces | Aiflj | =* 
=  k* | AB | .

Propiedades de las transformaciones de semejanza:
1) La composición F¡ © P2 de dos transformaciones de 

semejanza Fx y F« con ios coeficientes de semejanza kY 
y k2 respectivamente, es una transformación de semejanza 
con los coeficientes A , E n  particular, la composición 
de homotecia c isometría es una transformación de semejan
za.

2) Cada transformación de semejanza es una composición 
de homotecia é isometría.

3) Cada homotecia es una transformación de semejanza.
4) Cada isometría es una transformación de semejanza con 

un coeficiente de semejanza igual a la unidad.
25.12. Figuras semejantes. Si la figura O se puede apli

car sobre la figura de tal manera, que para cualesquiera 
puntos A y i? de la figura O la relación de la distancia
| AlB1 ) entre sus imágenes (los puntos de la figura 

a la distancia | AB  | entre los mismos puntos es igual a un 
mismo número k: \ A1Bl | =  k- \ AB  ] , entonces se dice 
que la figura d>t es semejante a la figura O con un coeficiente
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de semejanza k y so escribe
fe

^  O,

Propiedades de las figuras semejantes:
1) Cada figura es semejante a sí misma con un coefi

ciente de semejanza 1 (reflexividad):
i

O ~  <J>

2) Si la figura Oj es semejante a la figura con un coe
ficiente k, entonces la figura O es semejante a la figura 
O, con un coeficiente k ' =  1 !k (simetría):

fe l/k
í f j  ^  tP  < 3 >  Cj) / v  d )j .

Teniendo en cuenta la propiedad de simetría, se suele 
decir simplemente que dos figuras O y 4^ son semejantes.

3) Si la figura 4^ es semejante a la figura O con un coefi
ciente ku y la figura <P2 es semejante a la figura 4>x con un 
coeficiente do semejanza ¿9, entonces la figura 4>a es seme
jante a la figura 4> con un coeficiente le =  kt -k$ (transitivi- 
dad):

f e i ------fea fe [ fe*
<P, ~  4> y 4>z ~  4>( ■=> 4>2'------' 4*.

§ 26. Sistema de axiomas y de conceptos indefinibles 
de geometría (según Hilbert)

Son conceptos principales indefinibles de geometría, según Hil
bert, tres tipos de objetos:

1) los punios, que designaremos A, B, Ct . , .;
2) las rectas, que designaremos a, b, c, . ,
3}'los planos, que designaremos a, P, y, . . .  .
Axiomas de geometría según Hilbert
1. Axiomas de pertenencia.
Los axiomas de este grupo establecen las relaciones de pertenencia 

entre los conceptos principales de geometría.
1-1. Para dos puntos cualesquiera A y B existe una recta a que 

pasa por estos puntos.
1-2. Para dos puntos distintos cualesquiera A y B existe no más 

de una recta que pasa por estos puntos.
1-3. En una recta existen por lo menos dos puntos. Existen por 

lo menos tres puntos que uo estén situados en una recta.
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1-4. Para tres pilotos cualesauiera A, B y C que no están situados 
en mía misma recta existe un plano a  que contiene tres puntos da
dos A, tí y C. Para cualquier plano siempre existe un punto, pertene
ciente a él.

1-5. Para tres puntos cualesquiera A , B y C que no están situados 
en una misma recta existe no más que un plano que pasa por estos 
puntos. Este plano se designa ABC , es decir, por la enumeración de los 
puntos, por los cuales pasa el plano.

1-6. Si dos puntos A, £ de la recta a están situados en el plano a, 
entonces cualquier punto de la recta a se encuentra en el plano a.

1-7. Si los planos a y  p tienen un punto común A y entonces ellos 
tienen por lo menos un punto común más tí,

I- 8. Existen por lo menos cuatro puntos que no están situados 
en un plano.

Los axiomas 1-1—1-3 se Llaman axiomas de plano, y los demás 
axiomas, espaciales.

11. Axiomas de orden.
Los axiomas de este grupo definen «1 concepto «entre», que sirve 

para describir la relación del orden de los puntos en la recta, en el 
plano y en el espacio.

Los puntos situados en ia recta so encuentran entre sí en relaciones 
determinadas. Para la descripción do estas relaciones se usa la palabra 
«entre».

II- l. Si el punto B está situado entre el punto vi y el punto C, 
entonces A, tí y C son tres puntos distintos de la recta y el punto B 
se encuentra también entre C y A .

11-2. Para dos puntos distintos cualesquiera A y C situados en 
la recta AC  existe por lo menos un punto B tal, que el punto C se en* 
cuentra entre A y 5.

11-3. Entre tres puntos distintos cualesquiera situados en una 
recta existe no inás que un punto situado entre los otros dos.

Además de estos axiomas de orden, en la recta se introduce un 
axioma más que define la relación de orden en el plano. Antes de 
formular este axioma, introduzcamos un concepto nuevo, el concepto de 
segmento, el cual se usa en la formulación de este axioma.

Sea A y B dos puntos distintos de la recta a. El conjunto de todos 
los punios de ia recta a situados entre los puntos A y B y incluyendo 
A y B t se llama segmento, y los puntos A y B y extremos del segmento. 
El segmento con los extremos A , B se designa A tí (o BA). Cualquier 
punto del segmento que se encuentra entre sus extremos se llama punto 
interior del segmento.

II-4. Sea A. B y C tres puntos no situados en una recta, y a, 
una recta en el plano ABC, que no pasa por ninguno de los puntos A , 
B y C (fig. 6.152). Si en este caso, la recia a pasa por uno de los puntos 
del segmento Atí, entonces ella tiene que pasar por uno de los puntos 
del segmento AC o por uno de los puntos del segmento BC.

Usando el concepto de «el punto A se encuentra entre los puntos B 
y C», definido más arriba, se puede introducir el concepto de rayo.

Sea que en la recta a se representan cuatro punios distintos A , B, 
A 1 y O (fig. 6.153) de tal manera que el punto O se encuentra entre A 
y Bf pero no se encuentra entre A y A'. En este caso se dice que loa
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punios A y  A' de la recia a están situados al misino lado de) punto O, 
y los pilotos A , B se encuentran en la recta a distintos lados del pun
to O. El conjunto de todos los puntos de la recta a situados a un lado 
dei punto O, incluyendo el punto O, se llama rayo que sale del punto O.

H--------1--------- 1--- —h
A ' A 0  B

Fig. 6.453.

III. A xio m a s de congruencia.
Los segmentos se encuentran en relación definida uno con el 

otro; para la descripción de esta relación sirven los conceptos de «con
gruencia» o «igualdad» de segmentos*).

II1-1. Sea A y B, dos puntos de la recta a y A \  cierto punto de la 
recta a' (el cual, en particular, puede coincidir con la recta a). Entonces 
en la recta a' existe un punto B \  que se encuentra n un lado dado del

-----------1------- 1----------- !--------
A r B ' C'

Fig. 6.154.

punto A* tal, que el segmento AB es igual al segmento A'B' (fig. 6.154), 
Para designar la igualdad de los segmentos se usa el signo = .

Este axioma permite trazar los segmentos.
111*2. ¿Si e! segmento A'B' y el segmento A ”B* son iguales a un 

mismo segmento AB, entonces los.segmentos A ’B' y AmB* son iguales.
Del axioma 111*2, en particular, se desprende (juc cualquier seg

mento es igual a sí mismo, y también que la relación de igualdad de 
segmentos es simétrica y transitiva.

111-3. Sea AB y BC dos segmentos de la recta «, que no tienen 
ningún punto interior común, y A'B' y B'C\  dos segmentos de la

Fig. 6.152.

*) Cn la axiomática de Hilbert, a diferencia de la axiomática 
que se propone en el curso de geometría de la escuela media, los tér
minos «congruencia» e «igualdad» son sinónimos.
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misma o tío otra recta a \  que también no tienen puntos interiores 
comunes (véase la fig. (5.154). Si para esto

AB =  A fB* y BC =  B 'C \

entonces también AC =  A'C'.
Este axioma da la posibilidad de sumar los segmentos.
Los axiomas Ill-i y I I1-3 contienen las afirmaciones que se re

fieren sólo a la congruencia de segmentos: se llaman axiomas lineales de 
igualdad.

Para formular los dos axiomas siguientes de igualdad se usa el 
concepto de «ángulo».

Los ángulos se encuentran en una relación definida, para cuya 
designación se usa también el concepto «igualdad».

IH-4. Sean dados un ángulo <  (V  ht) en el plano a y una recta a* 
en el plano a ',  así como una parte del plano a \  bien definida respecto 
a la recta a una parte del plano a ' y separada por Ja recta af de todo 
el plano. Sea h\ un rayo de la recta a \  que sale del punto 0 '. Entonces 
en el plano a ' existe uno y sólo un rayo/ij tal, que el ángulo <  (h[% hJ) 
es igual al ángulo <  (/*,, h2) y todos los puntos interiores del ángulo 
<  («í, AiJ) se encuentran en el plano a' al lado dado de la recta a':

<  (*i. *•> -  <  <*:.
III-5. »S¡ para dos triángulos ABC y A ’/VC* tienen lugar las 

igualdades
AB  =  A ’B \  AC = A'C', <  BAC =  <  B 'A 'C \

entonces tiene lugar también la Igualdad
<  ABC =  <  A'B'C'.

Los axiomas 111-4 y II1-5 se llaman axiomas del plano de una 
Igualdad.

IV. Axiomas de las paralelas.
El axioma de las rectas paralelas que se llama también axioma 

de Euclides se formula de i a manera siguiente:
Sea a una recta arbitraria, y A t un punto que no pertenece a la 

recta a. Entonces en el plano que se define por la recta a y el punto A 
existe no más que una recta que pasa por el punto A y que no interseca 
la recia a.

Esta recta se llama recta paralela a a, que pasa por el punto A .
A veces oara formular los axiomas de geometría en vez de axioma 

de las paralelas se proponen otras definiciones equivalentes al axioma 
de los paralelas. Tales definiciones, por ejemplo, son las siguientes:

1) Si dos rectas a y b situadas en un plano no intersecan a una 
tercera recta, que se encuentra en el mi9mo plano, entonces ellas 
tampoco se intersecan entre sí.

2) Si se acepta el axioma de Arquímedes (véase mas abajo), 
entonces el axioma de las paralelas puede ser sustituido por la exi
gencia de igualdad de la suma de los ángulos interiores de un triángulo 
con los ángulos rectos.
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V. Axiomas de continuidad.
V -l (axioma de medición, o axioma de A rquí ruedes). Sea AB  y CD 

dos segmentos arbitrarios. Entonces en la recta AB  existe un número 
fin ito  de puntos A lt A 9t . . ., An tales, que todos los segmentos 
A A U A XA ^  A¡AZ% . . ., A -^A n  son iguales al segmento CD y el 
punto B está situado entre jos puntos A y  An (fig. 6,155).

A Aj A% ♦ •  •  An.f o 
C\--------1D

Fig. 6.155.

V~2 (axioma de la completidud lineal). Los puntos de la recta for
man un sistem a, el cual (para la condición de aceptación de los axiomas 
enumerados) no admite ninguna extensión, es decir, a un conjunto de 
puntos de la  recta es im posible añadir ciertos objetos más de tal mane
ra, que

1) todos los elementos de un conjunto extendido obtenido de nuevo 
se sometan a los axiomas enumerados;

2) todos los axiom as conserven su sentido inicial, es decir, que la  
relación de orden entre los puntos, y  la  igualdad de segmentos, que 
existían  antes de la extensión, se conserven también en el conjunto 
extendido.

23-01477



CAPITULO 7

Trigonometría

El objeto principal do la trigonometría es la obtención 
de los parámetros incógnitos del triángulo por medio de los 
valores dados de otros parámetros suyos. Así, aplicando los 
métodos trigonométricos, por los lados dados de un triángu
lo se pueden calcular sus ángulos, por el área y sus dos án
gulos, los lados, etc. La necesidad de obtener los parámetros 
incógnitos de un triángulo dado surgió ante todo en la astro
nomía, y durante mucho tiempo la trigonometría ha sido una 
parte de la astronomía.

Los primeros métodos de obtoncíón de los parámetros 
incógnitos de un triángulo dado fueron desarrollados por 
los sabios de la Grecia Antigua hace varios siglos antes de 
nuestra era. Los astrónomos griegos no analizaban los senos, 
cosenos y tangentes. En vez de Tas tablas de los valores de 
estas funciones trigonométricas, ellos hicieron y usaron las 
tablas que permiten buscar la cuerda de una circunferencia 
por su arco. La trigonometría tuvo su desarrollo ulterior en 
La Edad Media en las obras do los sabios árabes e indios 
(fueron introducidos los conceptos de seno, coseno, tangente, 
etc.). Las denotaciones contemporáneas de las letras fueron 
introducidas en la trigonometría a mediados del siglo XVIII. 
Aproximadamente al mismo tiempo, comenzaron a estudiar
se en trigonometría las medidas de ángulos en radianes, fue
ron introducidas las funciones trigonométricas y trigonomé
tricas inversas del argumento numérico, después de lo cual 
la trigonometría adquirió su aspecto contemporáneo.
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§ 1. Funciones trigonométricas

1.1* Generalización del concepto de ángulo. En geometría 
fue dada la dofinición del ángulo llano y del ángulo menor 
que el llano (véase § 2 del capítulo 6). Tomemos dos ángu
los obtusos (a, b) y (ct d). Hagamos coincidir los rayos b 
y d de tal manera, que los rayos a y  c estén situados a distin
tos lados de la recta que contiene los rayos b y d (fig. 7,1).

Como rosullado de la adición de eslos dos ángulos se obtie
ne un ángulo, mayor que el llano. Los rayos a y  c son los la
dos de este ángulo. Para poder distinguir el ángulo obtenido 
del ángulo (a, c) que tiene los mismos lados, marquemos en 
la figura el ángulo obtenido con un arco. La región interior 
del ángulo marcado es la región exterior del ángulo ¿L (a, c). 
y la región exterior es la región interior del ángulo Z_ (<*, c). 
Análogamente se pueden obtener los ángulos, mayores que 
dos ángulos llanos (es decir, mayores que el ángulo pleno), 
etc.

Para poder respresentar mejor un ángulo que es mayor 
que el ángulo pleno, es cómodo considerar el ángulo como 
una figura geométrica, obtenida por rotación de un rayo al
rededor de su origen.

Tomemos en un plano un rayo O A y hagámoslo girar al
rededor del punto O en sentido antihorario (fig. 7.2). Al 
girar en una cuarta parte de la revolución completa alre
dedor del punto Oy entre el rayo O A y el rayo O A* (la ima-
2 3 *
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gen del rayo O A) se obtiene un ángulo igual a 90° (ji/2). 
Análogamente so obtiene un ángulo llano, cuando el rayo 
O A realiza la mitad de la revolución completa alrededor del 
punto 0\ un ángulo pleno se obtiene, si el rayo OA realiza 
una revolución completa alrededor del punto O. Los ángulos 
entro el rayo O A y el rayo OA*, mayores que el ángulo pleno,

I
l

A

Fig. 7.3.

se obtienen, cuando el rayo OA comienza a realizar la se
gunda revolución alrededor del punto O. Así, por ejemplo, 
el ángulo 450° (5ji/4) entre el rayo OA y el rayo OA9 está 
representado en la fig. 7.3.

Podemos girar un rayo alrededor de un punto inicial en 
dos direcciones: en sentido horario y en sentido antihorario. 
La dirección de rotación en sentido antihor&rio se llama 
positiva y en sentido horario, negativa. Respectivamente, 
los ángulos, obtenidos mediante la rotación de un rayo en 
sentido antihorario se llaman positivos, y en sentido horario, 
negativos.

1.2. Funciones trigonométricas. Sea Oxy cierto sistema 
de coordenadas cartesianas rectangulares; OA es un rayo, 
obtenido mediante la rotación de un semieje positivo Ox 
alrededor del origen de coordenadas O en un ángulo a (fig. 
7.4) (A es un punto arbitrario del rayo). Designemos las 
coordenadas del punto A con x o y: A (x, y), y examinemos
un vector OA — (x; y). El módulo de este vector es igual

r Y  x* +  y2.

El ángulo cutre la dirección positiva (leí eje Ox y el rayo 
O A se Mama ángulo entre el eje Ox y el vector OA.
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Las razones

“  y
y_
r

de las coordenadas del vector OÁ a la longitud del vector
OA no dependen de la longitud del vector OA (es decir, de
la posición del punto A en el rayo OA), sino que dependen 
de su dirección*).

La razón de la ordenada de un vector, que forma con el 
eje Oz un ángulo a, a la longitud de este vector, se llama 
seno del ángulo a y se designa sen a:

}/sen =

La razón de la abscisa de un vector, que forma con el eje 
Ox un ángulo a, a la longitud de este vector se llama coseno 
del ángulo a  y se designa eos p:

coso =  .

La razón del seno del ángulo o  a su coseno se llama tan- 
gente del ángulo a y se designa tg a  (o tang a):

tg a = se n a  
c o s a  ’

o, según la definición del sen a  y eos a,

tg a  =  JL.

• )  De un conjunto de todos los vectores con el origen en el punto O 
se puede formar un subconjunto de vectores con el origen en el punto O 
y  un módulo igual a la  unidad. Los extrem os de todos tales vectores 
pertenecen a la circunferencia con centro en e l origen de coordenadas 
y un radio igual a la  unidad, es decir, a la circunferencia de unidad. 
Las funciones trigonométricas se introducen muy a menudo con la 
utilización  de la  circunferencia de unidad (o del conjunto de los vec
tores OA con los extrem os, pertenecientes a la  circunferencia de uni
dad). Así, por ejem plo, si el punto A pertenece a la circunferencia de
unidad, entonces la ordenada del vector O A que forma con el eje Ox 
un ángulo a , se llam a seno del ángulo o*.
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La razón del coseno del ángulo a a su su no so llama 
cotangente del ángulo a y se designa ctg a:

ctga eos a 
sen a

o, según la definición del sen a  y eos a,

ct.g« =  f .

El seno y el coseno están determinados para cualquier 
ángulo a, la tangente está determinada para todos los valo
res del ángulo a, a excepción de a - 90° -}~ 180°• /r

y -b  , n £ Z, y la cotangente, para todos los valores
a, a excepción de a =  180°*« (a =  jw), n 6 2¡.

El seno y coseno del mismo ángulo se relacionan por la 
igualdad

sen Ja +  eos aa  =  1, 
la tangente y el coseno del mismo ángulo, por la igualdad

1 +  lg*a =  —-— ,1 b coBaa 9
la cotangente y el seno, por la igualdad

1 -j- ctg2 a - —“ ,
1 b son* a

y la tangen*le y cotangente del mismo ángulo, por la igual
dad

tg a -ctg a  — 1.
A cada ángulo a  le corresponden unos valores bastante 

determinados del son a  y eos a. A cada valor a  ^  90° +
+  180°-» ( a ^ -  -f- nn j Z, Je corresponde un valor
bastante determinado del tg a , y a cada valor a  ^  180°*n 
(a =/= nn), n (  Z, un valor determinado del ctg a.

Las funciones sen a, eos a , tg a  y ctg a se llaman fun
ciones trigonométricas del ángulo a. Además de las funciones 
trigonométricas básicas sen a , eos a, tg a y ctg a  se intro
ducen aún dos funciones trigonométricas más del ángulo a, 
secante y cosecante, que se designan scc a  y cosec a respec-
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tivamente. Estas funciones so definen por las igualdades

sec a ~  *c o s a J cosec a 1
sen a  *

La secanto del ángulo a está definida para todos los va
lores a , a excepción de a  =  90° -f 180°•» (a  =  ~  -f

+  n n j t n£7j ,  y la cosecante, para todos los valores del
ángulo a, a excepción de a  -  180°*rt (a =  jm), n £ Z.

1.3. Cuadrantes de la circunferencias de unidad. Signos 
de valores de las funciones trigonométricas. Los ejes de

n i

0 X
m ¿F

Fig. 7.5.

coordenadas Ox, Oy del sistema de coordenadas rectangula
res dividen el plano de coordenadas en cuatro parles que se 
llaman cuartos o cuadrantes (fig. 7.5). El primer cuadrante es 
la parte del plano que está situada más arriba del eje Ox 
y a la derecha del eje Oy; el segundo cuadrante está más arri
ba del eje Ox y a la izquierda del eje £)y;mas abajo del eje 
Ox y a la izquierda del eje Oy está el tercer cuadrante; 
más abajo del eje Ox y a la derecha del eje Oy, el cuarto cua
drante. La circunferencia do unidad (la circunferencia de 
radio de unidad con centro en el origen de coordenadas) se 
divide por los ejes de coordenadas en cuatro partes, las 
cuales también se llaman cuartas (o cuadrantes) y se nume
ran de la misma manera como las cuartas del plano.

De los puntos de la circunferencia de unidad, pertene
cientes a los ejes do coordenadas, se dice que están situadosen 
el semieje positivo (o negativo) de abscisas u ordenadas.
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Sea que el rayo O A, obtenido mediante la rotación del 
semieje positivo Ox en un ángulo a, interseca la circunferen
cia de unidad en el punto A (fig. 7.6). El ángulo a  se conside
ra perteneciente al primero, segundo, tercero o cuarto cua
drante, si el punto A pertenece respectivamente al primero, 
segundo, tercero o cuarto cuadrante de la circunferencia de 
unidad.

Las abscisas de los puntos, pertenecientes al I y IV 
cuadrantes, son positivas, y de los puntos, pertenecientes 
al II y III cuadrantes son negativas. Las ordenadas de los 
puntos, pertenecientes al I y II cuadrantes, son positivas, 
y al IIí y IV cuadrantes son negativas. Los signos de los 
valores de las funciones trigonométricas se establecen sobre 
Ja base de la definición de las funciones trigonométricas y 
dependen del cuadrante, al cual pertenece el ángulo a.

Tabla 1

N- Función
8 en a cosa tga ctgra

Cuartos

I + + + +
II + — - —

III — — -i- • f

IV — 4- —

En la tabla i se muestran los signos de los valores de las 
funciones trigonométricas principales.

1.4. Funciones trigonométricas de un argumento numé
rico. Los ángulos se pueden medir en grados y radianes. La 
aplicación del radián para medir los ángulos permite intro
ducir las funciones trigonométricas de un argumento nu
mérico. Esto se puede hacer de la manera siguiente. Entre 
un conjunto de todos los números reales y un conjunto de to
dos los ángulos (los cuales se consideran como un giro del 
rayo OA alrededor del punto O), medidos en radianes, existe 
una correspondencia biunívoca. Por ejemplo, al número 1 
le corresponde un giro del rayo O A alrededor de su origen en 
un radián en sentido antihorario; al númerp 3/2 le corres-
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ponde un giro del rayo OA alrededor de su origen en 3/2 
del radián en sentido horario, etc.

Se llama seno del número x al número que es igual al se
no del ángulo en x radianes. El número que es igual al co
seno del ángulo en x radianes se llama coseno del número x. 
Análogamente se definen y otras funciones trigonométricas 
del argumento numérico.

Propiedades principales de las funciones trigonométricas. 
Propiedades de la función sen x.
1) El campo de definición es un conjunto de todos los 

números reales.
2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter

valo [ — 1; 1].
3) La función sen x es impar: sen ( — x) ■= — sen x.
4) La función sen x es periódica. El período menor posi

tivo es igual a 2n:
sen (x 2n) =  sen x.

5) Los ceros de la función Son: sen x =  0 para x =  nn,
n e z.

6) Los intervalos de signo constante son:
sen x >  0 para x £ (2jw; n +  2««), n € Z,

sen x < . 0 para x £ (» +  2nn; 2n +  2nn), n € Z.
7) La función sen x es continua y tiene una derivada para 

cualquier valor del argumento:
(sen xY =  eos x.

8) La función sen x crece para * 6 ( — +  2n; ~  4-

+  2jm) , n 6 Z, y decrece para * 6 ( y  +  2nn; 2nnj ,
n € Z.

9) La función sen x tiene unos valores mínimos que son 
iguales a — 1, para x =  — * +  2nn, n (  Z, y los valoresA
máximos que son iguales a 1, para x — y  + 2 nn, n 6 Z.

La gráfica de la función y =  sen x está representada en 
la fig. 7.7. La gráfica de la función sex x se llama sinusoide. 

Propiedades de la función eos x.
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1) El campo de definición es un conjunto de todos los nú
meros reales.

2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter
valo { — 1; 1].

3) La función eos x os par: eos ( — *)=* eos x.

4) La función eosx es periódica. El período positivo míni
mo de la función es igual a 2n:

eos (x +  2n) =* eos x .

5) Los ceros do la función son: eos x =  0 para x — y  +
+  7tnf n £ Z.

6) Los intervalos de los signos constantes son:

eos x >  0 para x £ ( — ~  +  2nn; +  2nn) ♦ n 6 Z,

c o s x < 0  para x £  ~  l 2n n ^  n£Z.

7) La función cosx es continua y difcronciablo para cual
quier valor del argumento:

(eos x)' =  — sen x.

8) La función eos x crece para x £ ( — n +  2nn; 2an)f 
n f Z ,  y decrece para x 6 (2nn; n +  2jm), n 6 Z.

9) La función eos x tiene unos valores mínimos que son 
iguales a — 1, para x n +  2«, n f  Z, y unos valores 
máximos que son iguales a 1, para x — 2jw, n £ Z.

La gráfica de la función y =  eos x se muestra en la fig. 
7.8.

Propteddífes cte ía junción tg xt
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1) El campo de definición de la función es un conjunto 
de todos los números reales, menos los números x =  ~  +  
+  nn, n f Z .

2) La región de cambio (un conjunto de valores) es un 
conjunto de todos los números reales.

3) La función tg x es impar: tg ( — i)  =  — tg x.

4) La función tg x periódica. El mínimo período positi
vo de la función es igual a n:

tg (x +  ji) -  tg x.
5) Los ceros do la función son: tg x =  0 para x =  nny

n £ Z .
6) Los intervalos do signo constante son:

tgx > 0  para x £ {nn;--- I juíJ , n 6 Z,

t,gx<;0 para x g mi) ,

7) La función tg x es continua y difereociablo para cual
quier valor del argumento del campo de definición de la fun
ción:

8) La función tg x crece en cada uno de los intervalos

( — £■+*»; -4r +  I1" ) ’ " € z -
La gráfica de la función y =  Igx  está representada en la 

fig. 7 .9. La gráfica de la función tg x se llama tangensoide.
Propiedades de la función clg x.
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1) El campo de definición de la función es un conjunto de 
todos los números reales, menos los números do tipo x =  
— nn, n € Z.

2) La región de cambio (conjunto de valores) es un con
junto de todos los números reales.

3) La función ctg x es impar: ctg ( — *) =  — ctg x.

4) La función ctg x es periódica. El mínimo período po
sitivo de la función es igual a n:

ctg (x +  n) =  ctg (x).
5) Los ceros de la función son: ctg x — 0 para x =  ji/2 +  

+  nn, n € Z.
6) Los intervalos de signo constante son:

ctg x  "> 0 para x £ ( jíti; - j-  4- nn j . n 6 Z,

c t g x <  0 para x 6 (- j -  +  nn; n (n - |-4 )) , « € Z .

7) La función ctg x os continua y diferenciable para cual
quier valor del argumento del campo de definición de la 
función: 8

8) La función ctg x decrece en cada uno de los intervalos 
(jin; n (7i -|- i)), n 6 Z,
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La gráfica de la función y =  ctg x se muestra en la fig.
7.10.

Propiedades de la función sec x.
1) Él campo de definición de la función es un conjunto 

de todos los números reales, menos los números de tipo 
x =  j i /2 +  jm, n € Z.

2) La región de cambio (conjunto de valores) es:
( — <»; — 11U U; +  «>)*

3) La función sec x es par: sec ( — x) =  sec x .

4) La función sec x es periódica. El mínimo período posi
tivo de la función es igual a 2ji: sec (x +  2ji) =  sec x .

5) La función sec x no se anula para ningún valor del 
argumento.

6) Los intervalos de signo constante son:

sec x >  0 pani 2ji n; -y- -|- 2ju¿) > n 6 Z,

scca :< 0  para x 6 |- j -  +  2jc/i; -y* +  2jirt) y n£Z.

7) La función sec ares continua y difercnciable para cual
quier valor del argumento del campo de definición de la 
función:

seno;(sec s)' coa8 x  ’
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8) La función soc x creco oh los intervalos |  2nn\ -ÍL-f 

+  2jtaJ , l¿nn\ n 4 2jw* | , n £ Z, y decrece en los

intervalos j n +- 2sm; 2jwi) , { —  -f 2jw; 2a  (n +  1) j  ,

»€Z-
La gráfica de la función y =  sec x está representada en 

la fig. 7.11
Propiedades de la función cosec x .

y

Fig. 7.11.

1) El campo de definición do la función es un conjunto 
de todos los números reales, menos los números de tipo 
x — jin, « é  Z.

2) La región de cambio (conjunto de valores) de la fun
ción es:

( — °o; ~  1] U [1; +  °o).

3) La función cosec x es impar: cosec ( — a) =  — cosec x.
4) La función cosec x es periódica. El mínimo periodo 

positivo do la función es igual a 2a:

cosec (x +  2n) =  cosec
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5) La función coscc x no so anula para ningún valor dei 
argumento.

6) Los intervalos de signo constante son:

coscc x >  0 para x € (2nn; n +  2nn), n € Z, 
coscc x <  0 para x £ (n ■+• 2nn; 2n (n +  1)), n 6 Z.

7) La función coscc x es continua y diferonciable para 
cualquier valor del argumento del campo de definición de

la función:
{cosec x)‘ —■ eos x 

sen* x '

8) La función cosec x crece en los intervalos | 2nn; 

«H-2nnJ y ^n +  2nn; -f 2jin.j , n£Z,  y decrece en tos

intervalos ^2nre; -y-|- 2nn J y J"-22- 2nn; 2n i- 2nwJ , n^Z.
La gráfica de la función y =  coscc x se muestra en la 

fig. 7.12.
1.5. Funciones trigonométricas inversas.
La función aresen x. La función y =  sen x es definida 

y continua para cualquier x € Z. Separemos en el eje numé
rico Ox un intorvalo [ — n/2; n/2). En este intervalo la
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función y — sen x crece; en el extremo izquierdo del inter
valo (para x =  — n/2) la función y  =  sen x adquiere su 
valor mínimo, igual a — 1, y en el extremo derecho (para 
x — n/2) adquiere su valor máximo, igual a 1. La función 
y =  sen x , la cual se examina en el intervalo [ — n/2; 
n/21, tiene una función inversa que se llama arco seno y se 
escribe

x — a resen y,

donde y es una variable independiente, y x, una variable de
pendiente. Designando, como se suele hacer, a la variable 
independiente con la letra x, y a la variable dependiente 
con la letra y, a continuación escribiremos y — aresen x.

Propiedades de la función aresen x.
1) El campo de definición es el intervalo [ — 1; 1]
2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter

valo l — ni2; ji/21.
3) La función aresen x es impar: aresen ( — x) =  

=  — aresen x.
4) Los ceros de la función son: aresen x =  0 para x =  0.
5) Los intervalos de signo constante son:

aresen x >  0 para x 6 (0; 1], 
aresen x <  0 para x £ I — 1; 0).

6) La función aresen x es continua y difcrenciable en ca
da punto dol intervalo ( — 1; 1):

(aresen x)' — ^ ■■■■

7) La función aresen x crece en el intervalo [ — 1; 11, 
obteniendo su valor mínimo, igual a — ji/2— en el extremo 
izquierdo del intervalo y el valor máximo, igual a n/2, 
en el extremo derecho del intervalo I — 1; 1].

La gráfica de la función y — aresen x se muestra en la 
fig. 7.13.

La función árceos x. La función y =  eos x es definida y 
continua para cualquier R. Separamos en el eje numéri
co Ox un intervalo [0; ni. En este intervalo la función y =  
=  eos x decrece; en el extremo izquierdo del intervalo 
(para * =  0) la función y — eos x adquiere su valor máximo,
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igual a I, y en el extremo derecho (para a: -- n) adquiere su 
valor mínimo, igual a — 1. La {unción y =  eos x, la 
cual examinamos en el iulervalo [0; jt], tiene una función in
versa, la cual se llama arco coseno y se escribe

x árceos z/,
donde y es la variable independiente, y x , la dependiente. 
Designando, como se suele designar, a la variable indepen

diente con la letra x, y a la Variable dependiente con la letra 
y , a continuación escribiremos y =  árceos x.

Propiedades de la función árceos x.
1) El campo de definición es el intervalo [ — 1; 1).
2) La región de cambio (conjunto de valores) es el inter

valo 10; ni,
3) La función árceos x no es ni par, ni impar.
4) Los ceros de la función son: árceos x - 0 para x =  1.
5) Los intervalos de signo constante son: árceos x >  0 

para x 6 l — 1; 1).
6) La función árceos x es continua y diferencia ble en ca

da punto del intervalo { — 1; 1):

(árceos x) --= — - -y 1 — r2
7) La función árceos x decrece en el intervalo I — 1; 11, 

obteniendo el valor máximo, igual a ji, en el extremo Í2-
2 4 - 0 1 4 7 7
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quierdo del intervalo y el valor mínimo, igual a 0, en el extre
mo derecho del intervalo.

La gráfica ele la fnación y — árceos x está representada 
en la fig. 7.14.

Función arctg x. La función y =  tg x es continua en 
su campo de definición (es decir, para todos x f  R, no igua
les a ~rn7i, n € Z). Separamos en el eje numérico Ox
el intervalo ( — ji/2; jt/2). En este intervalo la función 
y ~  tg x croco y obtiene todos sus valores. La función y — 
=  tg que examinamos en el intervalo ( — ji/2; ji/2 ), tie
ne una función inversa que se llama arco tangente y se es
cribe

x =  arctg y ,
donde y es una variable independiente, y x t una variable 
dependiente. Designando, como siempre, a la variable in
dependiente por la letra y a la dependiente por la letra 
y , a continuación escribiremos y =  arctg x .

Propiedades de la función arctg x.
1) El campo de definición es toda la recta numérica.
2) La región de cambio (conjunto de valores) es el in

tervalo ( — n/2; ji/2).
3) La función arctg x es impar: arctg ( — x) — — arctg x .
4) Los ceros de la función son: arctg x — 0 para x =  0.
5) Los intervalos de signo constante:

arctg x >  0 para x £ (0; +  oo), 
arctg x <  0 para x 6 ( — oo; 0).

6) La función arctg x es continua y diferenciable para 
todos i f R :

(arctg x)' =  ■

7) La función arctg x es creciente.
La gráfica de la función y =  arctg x se muestra en la 

fig. 7.15.
La función arcclg x. La función y =  ctg x es continua en 

su campo de definición (es decir, para todos x ^ R , n o  igua
les a Jira, n 6 Z). Separemos en el eje numérico Ox el inter
valo (0; n). En este intervalo la función y =  ctg x decrece y
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adquiere todos sus valores. La función y — ctg x que exami
namos en el intervalo (0; ji) tiene una función inversa, la 
cual se llama arco cotangente y so escribe

x ~  arcctg y*

donde y es una variable independiente, y .r, una variable de
pendiente. Designando, como siempre, la variable indepeiu

diente con la letra x , y la dependiente con la letra y, más 
adelante escribiremos y — arcctg x .

Propiedades de la función arcctg x.
1) El campo de definición es toda la recta numérica.
2) La región do cambio (conjunto de valores) es el inter

valo (0; ji).
3) La función arrcctg r no es ni par, ni impar.
4) La función arcctg x es positiva para todos z f  R.
5) La función arcctg x os continua y diferenciable para 

todos x € R.‘

(arcctg x)' =

6) La función arcctg x es decreciente.
La gráfica de la función y =  arcctg x se muestra en la 

fig. 7.16.
1.6. Valores de las funciones trigonométricas de algu

nos ángulos. Se pueden calcular los valores de las funcio
nes trigonométricas de los ángulos de 0o, 30°, 45°, 60° y 90°, 
utilizando las definiciones de las funciones trigonométricas 
respectivas. Los valores de las funciones trigonométricas 

15° 15°de los ángulos de 15°, »••• se pueden hallar por los valo-

2 4 *
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res conocidos de las Tu liciones trigonométricas de 30°, uti
lizando sucesivamente las fórmulas del ángulo mitad (véase 
el ejemplo 1). Los valores de las funciones trigonométricas

de los ángulos, múltiplos de 18°, se pnoden hallar, conocien
do por lo menos el valor de una función trigonométrica 
de 18?, por ejemplo, el sen 18° (véase el ejemplo 2).

Algunos valores de las funciones trigonométricas se dan 
en la tabla 2.

Ejemplo 1. Calcular eos 15°.
Los cosenos de los ángulos a y a/2 se relacionan por la 

fórmula
C08. - “

Suponiendo a — 30°, obtenemos
M r o l+cos.30” eos3 15 -- —— ------ .

eos215°
i + ± 2

2
2 ’

eos*15° = 2 + / 3  
4 ’

eos 15o =- V2 + Y I  Y~i+i
2  2  / 2  •

El sen 15°se puede calcular, utilizando la relación entre las 
funciones sen a  y eos a:

sen 2a +  eos — I,
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Tabla 2

Función
Argu
mento

sen a eos a 1g a ciga

0o (0) 0 1 o no esL;i de
terminado

15° (4L\ Ys—i / 3 + 1 2 - / 3 2 + / S12 ) 2 / 2 2 / 2

18° fe) Y5—i Vs+Yl / 5 - 1 V1 0 + 2  / 5
4 2 / 2 F  10-1-2 / 5 / 5 - 1

30a te ) 1
2

/ 5
2

1
/ 3 / 3

36* te ) Vry-Yl /5 + i V 1 0 - 2 / 5 /5 + 1
V •> /

2 / 2 4 / 5 - H y  1 0 —2 / 5

45* i(JL) 1 1 1 1
\ A ) Y2 / '2

54* / 5  H / 5 - / 5 /5 + 1 y  1 0 - 2 / 5

\ 10 ) 4 '¿Y2 K iO -2 /5 / 5 + 1

60* 1/3 / 3 i\ 3 ) 2 2 / 3

72“ (*L\ Vs+Yl / 5 - 1 Vio 1 2 / 5 / 5 - i\ 5 )
2 / 2 4 1 / 5 - 1

_j_

75* te ) V3 M 
2 / 2

/ 3 - 1
2 / 2

2 - :- /3 2 - / 3

/ ji \ 0
no está

90* hr) 1 determinado 0

en vigor de la cual

sen 15° -  Y 1 —eos2 15°= ^ 2~ / 3 - 1
2  y' 2  ‘

Ejemplo 2. Calcular los valores de las funciones trigonométricas 
de un ángulo de 18°.
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Examinemos un triángulo isósceles (\AB\ =- \BC\) con el
ángulo del vértice de 3<P (fig, 7.17). Los ángulos de la base del trián

gulo ABC son iguales a 12\ Tracemos las bisec
trices dolos ángulos BAC y ABC. A los seg
mentos de las bisectrices que se encuentran 
dentro del triángulo las denotamos respectiva
mente con A M y BK.

Examinemos el triángulo AMC . En el 
triángulo AMC til MAC es igual a 36°,
Z. AMC =  ¿ MCA. Por consiguiente, el 
triángulo AMC  es semejante al triángulo ABC .

Designando |2íC| por o, \AC\ por 6, y 
\MC\ por x t la condición de semejanza de los 
triángulos A BC y A MC se puede escribir en 
la forma

a-x

Fig. 7,17,

\ A C \ _ \ M C \  
\ VC\ ^  \ A C |

b x 
° ~ a ~  b ‘ ( 1)

Puesto que Ja bisectriz del ángulo interior 
deJ triangulo divide el lado que ella interseca 

en segmentos, proporcionales a los lados adyacentes, entonces para 
el triangulo ABC tenemos

\A B \  | Mli | 
| AC | 1 MC | (2)

Tomemos en el triángulo ABC la altura BK  (véase fig. 7.17) 
y examinemos mi triángulo rectángulo BKC con un ángulo agudo 
KBC de 183:

i KC 1 
\BC\

b
2a — sen 18°.

*

De esta mnneia, para obtener el valor sen 18° es necesario hallar 
en el sistema de ecuaciones (1) y (2) el valor b/{2a). De la ecuación (t) 
obtenemos vr ^  b-ía>

Susliluyendo la expresión de x en la ecuación (2), obtenemos
a__ g2
T ~  b2 1.

Introduciendo una variable nueva z =  b/a, la última ecuación se puede 
escribir en la forma

z* z — i =  0.

Hallamos las raíces de la ecuación cuadrática:

*1,2 ~ i ± V s
2
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Do esta manera, o] valor b/(2a) os igual a ( l'7 5 — 1)/4. Esto 
número esT precisamente, el valor son 18°:

sen 18k Y  5—1 
4

Luego, usando la fórmula sen2 a +  eos* a  =  1 y las definiciones 
de los funciones tg x, ctg x, se pueden hallar los valores eos 18°, tg 18°, 
ctg 18°, y mediante las fórmulas del ángulo doble se puede hallar 
sen 36°, eos 30°. Asi, por ejemplo, sen 30° se puede calcular do la 
manera siguiente:

eos 18a =  Y~i -  sen» 18° =  -l~ z Y . l .

sen 30° 2 sen 18a .os 18® =  -g ( / 5  -  1) V  1‘* +  2 / iT  =

1 / 1 0 - 2  / 5 .4

$ 2. Fórmulas trigonométricas

2.1. Fórmulas de reducción. El cálculo de valores de 
las funciones trigonométricas de cualquier ángulo se reduce 
al cálculo de los valores de las funciones trigonométricas de 
un ángulo agudo mediante las reglas siguientes:

1) Si el ángulo es positivo y mayor que 2n, entonces las 
funciones seno y coseno del ángulo dado se reducen a las 
funciones del ángulo, mayor que 0 y menor que 2n, median
te las fórmulas

sen (a +  2nn) =  sen a; 
eos {a +  2nn) =  eos a 

(a e (0, 2n), n £ Z),

y la» funciones tangente y cotangente del ángulo dado se 
reducen a las funciones del ángulo que es mayor que 0 y 
menor que n, mediante las fórmulas

tg {a -f nn) =  tg a: 
ctg (a +  nn) =  ctg a 

(a 6 (0; ji), re 6 Z).
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2) Si el ángulo os negativo» entonces las funciones trigo
nométricas dül ángulo dado so reducen a las funciones tri
gonométricas del ángulo positivo mediante las fórmulas

sen ( — a) — sen a; eos ( — a) =  eos a;
tg ( — a) -  — tg a; ctg ( — a) =  — clg a.

3) Las funciones trigonométricas del ángulo mayor que 
n/2 y menor que 2jt, se reducen a las funciones trigonométri
cas del ángulo agudo mediante las fórmulas de reducción

Tabla 3

A TÍÍU-
ÍMVttl.U

P u n c ió n
N

|i n ± a 6 — ¿ 71-OL

se n  p eos a T- se n  « — e o s  a — sen a
eos p “P se n  ct —eos « ii-_ se n  a eos a
ttrP =? c-lg o ±  t i fa o i g a — t g a
c t g p ^  tg a ± c t g a — ctg  a

(véase la tabla 3), las cuales se puede formular en forma de 
la regla siguiente:

Si en la fórmula de reducción el ángulo a se sustrae de 
ji/2 o se suma a n/2 , lomado un número impar de veces, en
tonces la función que reducimos se cambia por la cofun- 
ción *); si jt/2 está tomado un número par de veces, entonces 
el nombre de la función se conserva. Al mismo tiempo, de
lante de la función reducida se pone el mismo signo que tie
ne la función reducida en el cuadrante respectivo, si consi
deramos el ángulo a  como agudo.

2.2. Relación entre las funciones trigonométricas de un 
mismo argumento. En la tabla 4 se muestran las fórmulas 
que expresan las dependencias entre las funciones trigono
métricas de un mismo argumento. En las fórmulas citadas 
aquí, delante del signo del radical debe ser elegido el signo 
«más» o «menos» en dependencia del cuadrante, en el cual

•) El coseno es eotuación respecto al seno, y, a la inversa. Otro 
por de cofunciones es la tangente y cotangente.
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se encuentra el ángulo a, precisamente do tal manora que 
el signo de la función trigonométrica que se encuentra en el 
primer miembro coincida con el signo del valor que so en
cuentra en el segundo miembro de la igualdad.

2.3. Funciones trigonométricas de la suma y de la dife
rencia de los ángulos

sen (a ±  P) — sen a eos p ±  eos a sen 
eos (a ±  P) =  eos a eos p T  sen a  sen 

iir m tg« ±  tgP ,
tg (a i  P) i rp a tg p ’

c lg a c tg f ljF lctg (a ±  p) ■ctg a  ±  elg |

P;
P;

2.4. Funciones trigonométricas de los ángulos dobles, 
triples y de los semiángulos.

sen 2a =  2 sen a  eos a; 
eos 2a =  eos2 a  — sen2 a  =  1 —2 son2 a  =  2 eos2 a  — 1;

tg 2a =- 2 tg a  
1 —tg2 a ’ ctg 2a =

ctg2 a  — 1 
2 ctg a  ’

tg 3a

ason —  ,

se n  3 a  =  3 sen  ex— 4 sen* a ;  

e o s  3 a  =  4 eos*  a  — 3 e o s  a ;

t tg a  — tg3 a  _____  ctg» a - 3  ctg a
1 — 3 ig2 a  1 ct« Aa~  3 ctg* a — 1 ’

, t /  1 -  eos a
± r 2

ctg 3a —

a  -  / l
- 5— ± V "eos

-h e o s  a

t  —  _  . i / 1 — e o s  a  __ sen a  _  1 — e o s  a  
g 2 ~  V l + c o s a  1 +  c o s a  s e n a

, i / í Z E  co sa_  sena _  1-)- cosa 
* 2 — r i — cosa 1 —cosa sena  #

En las fórmulas del ángulo mitad los signos delante de 
los radicales se toman en dependencia del signo de la fun
ción trigonométrica que se encuentra en el primer miembro de 
la igualdad.

2.5. Transformación de la suma (diferencia) de las fun» 
clones trigonométricas en producto (transformación de las 
expresiones trigonométricas en una forma, que sea cómoda
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para la determinación por logaritmos).
sen a  -|- son p =- 2 se» eos ;L ¿i

o o  OC “I*' P ct p.«en a  — sen p -  2 eos  ̂ sen —̂

COS a  +  COS p 2 eos eos '

eos a — eos 0 — 2 sen 4̂-®- sen =
¿é ¿*

n a-|-P  P—a  =  2 sen —y -  sen ;

eos a  +  sen a  = 1^2 eos (45a — a);
eos a  — sen a — y  2 sen (45°—a);

. . - o  sen(a jb P) .
® ^  8 P  eos o coa P ’

c t g a ± c t g P  =  J S £ L iP ± ^ .;
^  & r  sen a  sen p

A . x o eos {a — P) . . a cos(a +  P)t g a + c t g p  =  ¿ - ; 8Ĉ -;  t g a - a g p ^ - - ^ ^  —  ̂ ;

tga-f-etg a =  2 cosco 2a; tg a —ctg a =  — 2 ctg 2a;

1 +  cas a  — 2 eos2 y ; 1 — eos a =  2 sen* y  ;

1 +  sen a  2 eos* (45a — — ) ;

i — sen a — 2 sen2 ( 45'— y )  ;

. i . sen (45" i :  a) _  \̂ ~2 sen (45,: ±  a) .
l i t i g a — eos 4 5 ° eos a  ~  cosa

1 ±  tg a tg 6 =  cas^ ^ .  ; ctg a ctg 6 d: 1 =  C0S(a-TP> ;* x  i-S «• HS p cosacos P ’ ^  8 f I  sen a  sen P ’
A L~-> _ cos 2a . Á _ eos 2a .a =  - Z * T ’ 1- c t g * a = - 1^ 5

te» a - t e *  0 =  3oa(a +  p)sen(a-P) . ig a ig p -  cosí«eos*p »
sen(a-fP )sen(P —a) . 

ctg» a -c tg » P  -------- R„tg »n«p----- -

tg» a —sen» a =  tg* a sen* a; ctg* a — eos* a =  ctg» a  cos* a.



380 Trigonometría Cap. 7.

2.6. Transformación del producto de las funciones tri
gonométricas en suma.

son a  sen p -5- [eos {a —(5) — eos (a -J-p));

eos a  eos ji — 4- [eos (a — p) +  eos (a -1- f5)J;

sen a eos P =  -y [sen (a — P) -f sen (a -|- P)];

sen a  sen p sen y =  — [sen (a 4- p ~  y) -+- sen (P -[- y —a) +

1 • son (v -b a — P) — sen (a -{- p -I- y)[; 

sen a eos p eos y =  ~  [sen (a -j-p—y) — sen (p -|-y—a) ¡~

+  sen (y +  a —p) +  sen (a -r P -|- y)J;
4

sena sen p eos y =  — [ — eos (a +  P — y) +  eos (P -r y — a) *+■

| eos (y-|-a — p) — eos (a +  p +  y)!; 

eos a eos {J eos y =  [eos (a +  p — y) f eos ((3 +  7 — a) +

¡ eos (Y-fa —P) I eos (a +  p-l-v)]-

2.7. Relaciones simples entre las funciones trigonomé
tricas inversas.

, v n .aresen a  -- — a resen (— a) — —  árceos a -- arctg —7 = = ^  ;v 2 * Y í- a *

árceos a =  j i  — árceos (—a) =  —  aresen a — arcctg . J* ;
* y  1 - a*

arctg a — — arctg ( — a) =  — — arcctg a  =  aresen . — a »

arcctg a  =  j i—arcctg (— a) — —  arctg a == árceos a
*

Unas dependencias mucho más complicadas entre las 
funciones trigonométricas inversas pueden ser establecidas 
mediante los métodos que aplican para la solución de ecua
ciones quo contienen funciones trigonométricas inversas 
(véase p. 3.4).
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Ejemplo. Expresar la suma de dos funciones trigonométri
cas inversas

arcsen x +  arcscn y

a través de una función trigonométrica inversa (por ejemplo, 
arco seno).

Designemos la suma dada más arriba con la letra z:

arcsen x +  arcsen y =  z. (1)

La igualdad dada puede considerarse como una ecuación 
con tres variables x , y , y z. La ecuación (1) es consecuencia 
de la ecuación siguiente:

sen (arcsen x arcscn y) =  sen zt 

la cual se reduce a la forma

sen (arcsen x) - eos (arcsen y) +  sen (arcsen y) eos (arcsen x) =  

Sen z <=> x Y ^  — y2 +  y Y 1 — — sen z-

Ahora es necesario resolver la ecuación respecto a la 
variable zT teniendo en cuenta que esta variable pertenece 
al intervalo \ — ji; jt).

El conjunto de soluciones de esta ecuación tiene la for
ma

z — arcsen (x — y* +  # ̂  1 — x2) 

para xy ^  0 ó x2 -f y* 1;

z =  ji — arcsen (x j^ l — y*-{- y Y í  — x*) 

para x >  0, y >  0 y x2 +  y2 >  1;

z — —n — arcsen {x Y 1 — y2 -(- y Y 1 —*2)

para x <  0 , y <  0 y x2 +  y* >  1.
Las expresiones obtenidas para la variable z dan la ex

presión buscada de la suma de dos funciones trigonométricas 
inversas a través de una función trigonométrica inversa.
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§ 3. Solución de ecuaciones trigonométricas 
y desigualdades

3.1. Ecuaciones trigonométricas simples.
Solución de la ecuación sen x =  a. Examinemos una fun

ción y =  sen x en el intervalo [ — n/2; ni2]. En esto inter
valo la función y =  sen x crece, cambiando desde su valor 
mínimo igual a — 1, en el extremo izquierdo del intervalo,

Fig. 7.18.

hasta su valor máximo igual a 1, en el extremo derecho del 
intervalo (fig. 7.18). Debido a la continuidad de la función 
y =s sen x , a cada valor y — a que satisface la condición 
| a 1 le corresponde un solo valor € l — n/2; ji/2] 
tal, que

sen x 0 — a.
El ángulo x0 es el arco seno del número a (se designa are- 

sen a).
La ecuación de la forma sen x =  a para | a j ^  1 tie

ne un conjunto de soluciones x =  ( — l)n aresen a +  
+  Jtn, n £ Z; para | a \ >  1 la ecuación no tiene soluciones 
(es decir, ol conjunto de soluciones es un conjunto vacío).

Solución de la ecuación eos x — a- Examinemos la fun
ción y — eos x en el intervalo (0; ji|. En este intervalo la 
función y =  eos x decrece, cambiando desde su valor máxi
mo, igual a 1, en el extremo izquierdo del intervalo hasta su 
valor mínimo, igual a — 1, en el extremo derecho del inter
valo (fig. 7.19)i Debido a la continuidad de la función y — 
=  eos 2:, a cada valor y --= a que satisface la condición 
| a | ^ 1  le corresponde un solo valor x0ÉlO; ni tal, que

eos x0 — a.
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El ángulo x0 es el arco coseno del nAmero a (so designa 
árceos a).

La ecuación do la forma eos x =  a para | a i tiene 
un conjunto de soluciones x =  dr árceos a +  2jin, n 6 Z;

para ja | >  1 la ecuación no tiene soluciones (el conjunto 
de soluciones os un conjunto vacío).

Solución de la ecuación tg x =  a. La función y *= tg x 
en o) intervalo ( — ji/2; n/2) crece y obtiene todos sus va
lores (fig. 7.20). En vigor de la continuidad de la función 
y — tg x a cada valor y - a lo correspondo un solo valor
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x M £ ( — n/2; ji/2) lalt que
tg xQ — a.

El ángulo x 0 es el arco tangente del número a (se designa 
arctg a).

La ecuación ele la forma tg x — a para cualquier a 
tiene un conjunto de soluciones

x — arctg a -)- nft, n £ Z.
Solución de la ecuación ctg x =  a. La función y — ctg x 

en el intervalo (0 ; n) decrece y obtiene todos sus valores

(fig. 7.21). Debido a la continuidad de la función y =  ctg x, 
a cada valor y — a le corresponde un solo valor x0 £ (0;ji) 
ta lt que

ctg x 0 — a.
El ángulo x 0 es el arco cotangente del número a (se de

signa arcctg a).
La ecuación de la forma ctg x -  a para cualquier a 

tiene un conjunto de soluciones x -  arcctg a +  nn , n f  Z.
3.2. Ejemplos de ecuaciones trigonométricas más com- 

licadas.



Ecuaciones trigonométricas y desigualdades 385

1) La ecuación trigonométrica de la forma
7? (sen kx, eos nx¡ tg mx, cig Ix) - - 0t (1)

donde II es el polinomio de los argumentos indicados (/c, 
w, m y 2 son números naturales), con ayuda de las fórmulas 
para las funciones trigonométricas de la suma de los ángulos 
(en particular, de los fórmulas del ángulo doble y triplo) 
se puede reducir a una ecuación racional respecto a los ar
gumentos sen x, eos x, tg x y ctg x } después do lo cual la ecua
ción (1) puedo ser reducida a la ecuación racional respecto
a la incógnita t =  tg -i-, mediante las fórmulas de sustitución
universal

sen x -  ■«■«T

2 te 
te * =

i - t g *

eos X  - -
t-Mg* 4

ctgar ~
21*4-

Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
son 2x +  tg x  =  2.

Expresando sen 2x a través de tg x, obtenemos la ecua
ción

2 tgx 
1 +  tg** +  lg x  =  2,

la cual se reduce a la ecuación cúbica de una variable rela
tiva / =  tg x\

t* — 212 +  3t -  2 ü <=> (t — 1) (/>’ -  t +  2) -= 0.

Es fácil convencerse que la ecuación dada tiene sólo una 
raíz real: t — i.

Resolviendo la ecuación tg x  -- l t obtenemos un conjun
to de soluciones de la ecuación inicial:

kf fc f  Z,

2 5 - 0 1 4 7 7
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Observemos, que el método general expuesto aquí de re
ducción de la ecuación trigonométrica a una ecuación entera 
no siempre us cómodo, puesto que en una serie de casos pue
de reducir la solución de la ecuación trigonométrica a la 
obtención de raíces de un polinomio de una potencia bastan
te elevada.

2) La ecuación que tiene la forma
R (sen x +  eos x, sen x eos x) =  0, (2)

donde R es el polinomio de los argumentos indicados, puede 
ser reducida a la ecuación respecto a la incógnita t =  sen x +
I cosx, si aplicarnos la identidad trigonométrica

(sen x i eos x)2 =  sen2x +  eos2 x +  2 sen x eos x =  
~ l + 2  son x eos x,

de 1» cual se desprende que
| 4

sen x eos x = —-— . (3)

Teniendo en rúenla la relación (3), la ecuación (2) so puede 
reducir a la forma

Análogamente, la ecuación que tiene la forma 
(sen x — eos x, sen x eos x) =  0

por sustitución de sen x — cosx t se reduce a la ecuación

Ejemplo 2. Resolver la ecuación
sen x S eos x — 2 Y  2 son x eos x -  0.

Designando sen x +  cosx =  í y utilizando la igualdad
1sen x eos x =  — —̂ ,

reducimos la ecuación a la ecuación cuadrática siguiente 
¿especio a la incógnita /:

y 2 t * - t - Y 2  =  0 ;
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las raíces do osla ecuación cuadrática son los números

í , = / 2  y í2= - 1/ | / 2.

De esta manera, la solución de la ecuación inicial se 
reduce a la solución de dos ecuaciones trigonométricas más 
simples:

sen x -f- eos x y son x +  eos x — --------- .
V 2

Multiplicando ambos miembros de las ecuaciones obteni
das por el número 1/ ^ 2, reducimos las ecuaciones a dos 
ecuaciones trigonométricas más simples:

1 1  X—r=- sen x A---- eos x - 1  <=> sen x eos - r  4-
Y'í / 2  *

-(- sen ~  eos x =  1 <=> sen ( x -J- -í- J =  1,

-7 5  se" * +  “jTT cos * =  — 5-<=>son (*  +  t ) =  “ T -

Los conjuntos de soluciones de las ecuaciones sen +  =

=  1 y son respectivamente tendrán la forma

x =  -~ +  2jiA, k £ Z, 

x = ( _ ! ) » « *  -  i  +  jw, »gZ .

3) La ecuación qnc tiene la forma a sen a: |- ó eos x =  c 
(donde a, b y c son ciertos números) puede ser resuella me
diante las fórmulas de sustitución universal (véase 1)» 

Mostremos un procedimiento más de solución de esta 
ecuación (el cual a veces se llama método del ángulo com
plementario).

Dividamos ambos miembros de la ecuación inicial entre 
Y a 2 +  b2 =£ 0. (Si a — b =  0, entonces la ecuación se 
convierte bien en identidad (para c =  0) o bien no tiene 
soluciones (para c ^  0)). De resultas, después de la divi-
2 5 '
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sión obtenemos \nv<\ ecuación, equivalente a la inicial;
*• . h csen x cus x -  ~~. (4)

v Ya* +  b* YW+b*
Es fácil verificar que los coeficientes al Y  a11 ba y

y b¡Ya* *r 6* se relacionan mediante la igualdad

y por eso so pueden considerar como valores dol seno y cose
no de cierto ángulo <p:

a b—. —-  =  sen <p, . - eos cp.
yV-¡-¿a V *2+b*

Así pues, !a ecuación (4) se reduce a la ecuación 
eos x eos <p | sen x sen <p *=

eos (* — Cp) “ ■
™ r/ Ya*+b* * 

cuyo conjunto de soluciones para ¡ c +  ó* tiene
la forma

x do árceos • -[• 2jiw, n 6 Z.

Queda por hallar cierto valor del ángulo <(\ que es la 
solución del sistema de ecuaciones trigonométricas

asen (p Ya*-1-¿>* ’

COS q  —  — >___ l-b»
Aquí son posibles los casos siguientes (para q so han ele

gido las más simples de varias de las expresiones posibles): 
Si a >  0, b >  0, entonces
<p — aresen b  aárceos —.... —a. =  arctg ; 

VV+b1 b|r'«* +  6*
si a >  0, l><. 0 , entonces q — árceos Ya* +  b* ’

si a < 0, b <  0, entonces q ~  ji +  arctg-jp ;
a asi a < 0 ,  ó > 0 , entonces <p — aresen =  arctg -g-.
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4) La ecuación que tiene la forma
senvx -|- cos^x ~  1 (p, k -  3, 4, 5, . - .)

puede ser resuelta de la manera siguiente.
De la definición de las funciones sen x y eos x se deduce

que para todos los valores del argumento x — * n é Z,
existen las desigualdades

Por consiguiente, las soluciones de la ecuación inicial pue
den ser sólo números del conjunto de valores dei argumento 
x == jirt/2, / i£ Z .

Luego, el proceso de obtención de raíces se reduce a la 
verificación, do cuáles de los valores indicados del argumen
to son raíces de la ecuación dada.

3.3, Solución de las desigualdades trigonométricas sim
ples.

scnp«r^ | sen x |p <C sen2x, 
cos -̂r*  ̂ | eos x \h <  cos\r, 

senp.r i- cos\r ^  | sen a: |p ¡ | eos x |Jl ■< 1.

Tabla S

Tipo d r desigualdad Conjunto do solucione* do la d«*.«1gi)¿ildad ím £ /)

son x >  /i (|a¡ <  1) .t£ (areson a ji—¿irrsrn a ;-2a«)
son x <  a ( |a | <  1) ( — ji — aresen  /i-}-2nu; aresrn a +

-j-2 nn)
c o s x > a  ( |a | C l )  x £ ( — árceos a -|-2jim; arreos a~\-2nn)
c o s x < a  ( |« |<  1) x£ (árceos a +  2nn; — árceos a-|-2n*)

tg X < íl

c tg x >  a 
ctg x <  a

x£(jin; arcctg<i+nn) 
x£ (arcctg a +  ji«; n +  3x/t)

En la tabla 5 se muestra un conjunto de soluciones de las 
desigualdades trigonométricas simples. Las desigualdades 
trigonométricas más complicadas se resuelven mediante
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meto dos, que son semejantes a los métodos de resolución de 
las ecuaciones trigonométricas.

3/u Ejemplos de solución de ecuaciones y desigualdades 
que contienen funciones trigonométricas inversas.

Ejemplo 1. Resolver la ecuación
aresen x +  aresen 2x =  ^  . (5)ó

El conjunto de valores admisibles de la incógnita x es el 
intervalo [—1/2; 1/2]. Designando aresen 2x =  a, aresen x 
~  p, obtenemos

sen a — 2x, a 6 [— n/2; ji/2J;
sen p p £ [—ji/0; ji/61- ^

En las nuevas denotaciones la ecuación (ü) se escribe en 
la forma

a + p » 4 - < * > a = i - p .  (7)

De las condiciones (6) se deduce que los ángulos a y — — p
pertenecen al intervalo l—jt/2; Jt/2). Por consiguiente, la 
ecuación (7) es equivalente a la ecuación
sen a =  sen — p j <=> 2x — sen -y eos p — sen p eos ~  * (8)

El seno y coseno de un mismo ángulo se relacionan por 
la igualdad

sen2 p -|- cos*p =  1,
de la cual, teniendo en cuenta las condiciones (0), se des
prende que

cosp = y r ^ x * .
Por consiguiente, la ecuación (8) puede escribirse en forma de 

2 — - o / a  =

-  v"3 x o  5x =  y S  V  1 - * * .
Elevando ambos miembros de la última ecuación al cua

drado, bailárnosla única solución de esta ecuación irracional;
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Esto es, precisamente, )a solución de la ecuación trigonomé
trica inicial (5):

Ejemplo 2. Hallar el campo de definición de la función
11 \ i \ , « / 2 a rcciis ,r \/  (j) =* a resen (a reson x) -1- árceos í — — —̂  J .

El campo de definición de la función dada se halla corno 
un conjunto de soluciones del siguiente sistema de desigual* 
dades:

— 1 jaraten
 ̂^  2 a roeos s ^  ^

JC — 2

Resolvamos la segunda desigualdad del sistema:
—1 ^  aresen x< i t. (9)

Puesto que la región de cambio de la función arco seno es el 
intervalo L—?r/2; ji/21, entonces todos los ángulos, que figu
ran en la desigualdad (9) (—1, aresen x y 1) pertenecen al 
intervalo de la función seno creciente monótona. Por con
siguiente, la desigualdad (9) es equivalente a la desigualdad 
sen (—1) ^  son (aresen sen 1 <=> — sen t^ .r  sen 1. 

Resolvamos la tercera desigualdad del sistema:

. < 1. (10)

Multiplicando todos los tres miembros de la desigualdad do- 
n — 2ble por el valor — —̂ (mayor que cero), obtenemos una 

desigualdad que es equivalente a la desigualdad (10):

— <  árceos x <  .

Esta doble desigualdad es equivalente al sistema de dos des
igualdades

. t í  —  2árceos x ^ ------ — J

árceos x ^  — 2
2



392 Trigonometría Cap. 7.

además, la primera desigualdad es válida para todos los va
lores .r 6 l— 1; 11, puesto que el conjunto de valores de la 
función arrocoseno es el intervalo 10; Ji|.

Resolvamos la segunda desigualdad de sistema. Puesto 
que los valores que se encuentran en ambos miembros de la 
desigualdad pertenecen al decrecimiento monótono de la fun
ción eos j r ,  la desigualdad es equivalente a la desigualdad

eos (árceos x )^ co s  — 1 j =  sen 1.

De esta manera, para bailar el campo (le definición de Ja fun
ción dada os necesario bailar un conjunto de valores x, que 
satisfacen el sistema

- l < x <  1,
— sen 1 sen 1,

x  ̂  sen 1.
Este sistema liene una sola solución x =  sen 1. Así pues, el 
campo do definición de la función dada /  (x) consta de un 
punto x -i sen 1.

§ 4. Relación entre los elementos 
del triángulo

4.1. Fórmulas fundamentales. Designaciones: a% ó, c
son los lados: «> fi, y, los ángulos (fig. 7.22);/; — a~*! * 9
el semiperímel ro; el área; T{ es el radio de la circunferencia

circunscrita; r es el radio de 
la circunferencia inscrita; fe, 
la altura; r», la mediana; /, 
la bisectriz; los índices a, ó, c 
para fe, m y l concretizan una 
de las tres alturas, medianas 
y bisectrices, respectivamente 
(por ejemplo, ma es la media
na, trazada al lado a)\ ra es 
el radio de la circunferencia 

circunscrita por fuera, tangente al lado a y a la prolonga
ción de los lados b y c.

1. Teorema de los cosenos. El cuadrado de un lado del 
triángulo es igual a Ja suma de los cuadrados de los otros

Fig. 7.22.
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dos lados menos el producto duplicado de estos lados por el 
coseno del ángulo entre ellos:

d¿ -•= 62 +  c2 — 2be eos a\ 
b2 — a2 -|- c2 — 2ac eos {J; 
c2 — a* 'h  b2 — 2ab eos y.

2. Teorema de los senos. Los lados del triángulo son pro
porcionales a los senos de los ángulos opuestos:

a b e
sen a sen (5 sen y

3. Teorema de las tangentes:

=  2fl.

a+b tg c,4
a — b

"  t .  a " p8 2

a-\-c c l? T
a — c

6 2

b-\-e ct4
b —e

*  P7 r

4. Fórmulas para calcular el orea de un triángulo. 

S -T^ab sen 7;

S = V p { p - a ) ( p —b ) ( p - & ,

S--=r2 tg ^  tg-|- tg-|- ;

S =  p (p  — a ) tg ^ - ^ p ( p  — b)tg^- -^p (p —c) lg 4 -;

5 = abe
4 R ’

S - pr,
S ^ / n y v v
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4.2. Cálculo de los elementos del triángulo. Un trián
gulo puede ser definido o por tres lados, o por un lado y dos 
ángulos, o por dos lados y el ángulo entre ellos. En calidad

de terna de los elementos 
que definen el triángulo, se 
pueden elegir también algu
nas otras combinaciones de 
los elementos del triángulo. 
Por ojemplo, un triángulo 
puede ser defininído por la 
base a, la altura ha y el 
ángulo de la base. Tenien
do una terna de elementos 
que definen el triángulo, 
con ayuda de] teorema de 

los senos y del teorema de los cosenos se pueden calcu
lar todos los demás elementos del triángulo.

Ejemplo 1. Sea que el triángulo ABC está definido por 
tres lados a, b y c (fig. 7.23). Es necesario calcular todos 
los demás elementos del triángulo.

Los ángulos a y p del triángulo dado pueden ser hallados 
mediante el teorema de los cosenos:

a2 — ¡ c2 — 2 6 c e o s cosa

C

~ -----Wc-----=*- <x =  árceos ------ ,
-  a2 -i- c2 — 2ac eosp => eos [J =- 

-----tt~-----árceos— ----------------2o c r  2 ac
El tercer ángulo del triángulo y se puede calcular de la 

manera siguiente:
a +  |H -y — 180°^  y =  180° — árceos —¿VC s

— árceos
a2 +  c3 _ 6»

2ac
La altura del triángulo &c, bajada al lado c (véase 

fig. 7.23) se halla de la manera siguiente:
^  sen p ^  hr — a sen p — a sen ["árceos ]  =►

=> hc t f A I a* +  c* —
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Hallemos las medianas inc valiéndonos de que el punió M 
divide el lado c por la mitad (| AM  \ =  j MB |), y por eso en 
el triángulo MBC resultan conocidos los dos lados 1 MB | =  
=  c¡2, | BC ( =  a y el ángulo entro ellos 0. Aplicando el 
teorema de los cosenos para el triángulo MBC, obtenemos
mi =  ( y  J2 +  a* — ac eos p =

/  c \ 2  , a *  +  C * - b *  _ a * + 6 *  c*
" U  2 “ 2 4 •

La bisectriz íc puede hallarse del triángulo LBC. En el 
triángulo LBC son conocidos el lado BC (| BC | ~  a) y el 
ángulo p. El ángulo LCB — y/2 es igual:

i  ■= «0° -  Y a rccos 6* + ¿  a* -  -  a . ecos 
De aquí
Z. =  180° -  Z- LCB -  z l LBC »  180° -

a2-j-c* — bz
2 ac

— [90®— j  árceos 6*+^* —a* 1
26c árceos

— árceos g2+C*-~P 
2 ac ■90° + y árceos

a*-{-c8—ft* 
2 ac 

b*+c*-a*
J-

26c
i— — árceos 2ac

Utilicemos ahora el teorema de los senos para hallar Ja 
bisectriz lc;

lc _____ a . _ <1 sen p
sen p sen Z CLB ^  c sen z  CLB *

Es fácil observar que el cálculo del seno del ángulo CLB 
que se encuentra en el denominador de la última fracción 
es un problema bastante difícil. La bisectriz del triángulo 
se puede calcular también mediante otro procedimiento.

Como se sabe, la bisectriz divide el lado del triángulo 
en una razón, proporcional a los lados adyacentes:

\A L  | _  | LB 1
l AC | | CU | ’

Designando | LB | =  x, esta relación se puede escribir en la 
forma

acac — az =  bz =>■ ac =  x (a \- b) z  -{ d-j-6 ’
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Ahora en o) triángulo LBC se conocen dos lados | BC | =  
a, | LH I--- - ^ j } y <d ángulo entre ellos p. Usando el 

teorema de los cosenos obtenemos 
l'c -  | fíC |* j | U 3 \* - 2 \B C \ - \  U i \ c o s p ^ H

2 azc
i f

! ( ^ h , Y — ¿+b

COSp:o*f¿
2a*c a3 | - r 2 —  b*

2ac

■*. / - 1- ( - h Y - ^ V Y ^ -
lo dado ABC puede ser 
Tórimila de (i orón:

S \ a u c  V p ( p  —  a)(p — b) (p — c).

K1 área del triángulo dado ABC puede ser hallada, por 
ejemplo, medíante la fórmula de («orón:

y los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita pue
den ser hallados de las fórmulas

S a m ic  -= p r= * -r .

abe
** /!.•» UC ~~ =*R

S&AHC 
P *
abe

Kjemplo 2. Kxn ni memos ahora el triángulo, del cual se 
dan el ladee a y dos ángulos a y P (íig. 7.2yi).

líl tercer ángulo y so encuentra de la manera siguiente: 
a i p ¡ y lS(V'_>y ISO1 — a — p. Los lados AB
y AC del triángulo se hallan medíanlo el teorema de los 
senos:
| AB | ^  n | Afí | _  a | AB \ =
son y _  sen a  son (180° — a  — P) sen a  sen (a -}- P) —

_ _ 2 _  ^  | A B  i flsen(«  +  P)
son a  1 1 son a  *

i i í U - - = - 2 - _ ^ |y U 7 |  , * £ ! & .¡«en p sen a 1 1 sen a

De esta manera, en el triángulo hemos hallarlo tres la
dos; la obtención de todos los demás elementos de) triángulo 
(mediana, altura, bisectriz, etc.) se puedo hacer de la mis-
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nía manera que en el problema anterior. Podemos observar, 
que el radio de la circunferencia circunscrita para el conjun
to dado de elementos que definen el triángulo es cómodo 
hallarlo mediante la fórmula

a
son  a 2 /?=>/? a

2 sen a ‘

Ejemplo 3. Si en el triángulo están dados dos Indos b, 
c y el ángulo entre ellos a (fig. 7.23), entonces mediante el

A B

Fig. 7.25.

teorema de los cosenos se puede hallar el tercer lado del 
triángulo:

f BC |2 — ¿r -f- c2 — 2be eos a.

y después, todos los demás elementos del triángulo (ángulos, 
alturas, medianas, bisectricas, etc.) se hallan de la misma 
manera que en el ejemplo 1.



CAPITULO 8

Teoría de los límites

Por primera vez Ja definición del concepto de un limite 
fue introducida en la obra de Walüs «Aritmética de los valo
res infinitos» (en el siglo XVII). Actualmente mediante el 
concepto de límite se efectúa la construcción estricta de todo 
el análisis matemático. Sin embargo, históricamente este 
concepto no fue la base del cálculo diferencial e integral. 
Los elementos del análisis matemático (del cálculo diferen
cial e integral) fueron elaborados por Newton, pero sólo en 
las obras do Cauchy (en el siglo XIX) la teoría de los límites 
sirvió de base para una argumentación estricta del análisis 
matemático.

§ 1. Sucesiones numéricas

1.1. Concepto de sucesión numérica. Examinemos un 
conjunto infinito de números

1 i  1 ( - l ) n~l
2 1 3 ’ 4 ’ ’ '' ' n (1 )

Consideremos que cada número de este conjunto tiene un 
número ordinal que corresponde al lugar que él mismo ocupa 
en la expresión (1). Así, consideremos que el número 1 que se 
encuentra en el primer lugar tiene un numero ordinal 1, el 
número —1/2 que se encuentra en el segundo lugar tiene el 
número 2, e! número 1/3 tiene el número 3, etc. Y a la inver
sa, en vigor de este acuerdo sobre la numeración de un 
conjunto de números (1), cualquier número ordinal que sea 
tiene en el conjunto de los números (1) su único número ordi
nal indicado- Por ejemplo, en el conjunto (1) el número ordi
nal 4 tiene el húmero —1/4, el 10 tiene el número —1/10.
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De osla manera, en el conjunto (Je los números (1) citado 
aquí, cada número licuó un numero ordinal bien determinado 
y se define totalmente por este numero.

Se llama sucesión numérica al conjunto de números, cada 
uno de los cuales tiene su número ordinal.

Los elementos de este conjunto numérico se llaman térmi
nos de la sucesión y se suelen denotar de Ja manera siguiente: 
el primer término el segundo a<¡, el término n con «ni etc. 
Toda la sucesión numérica se denota

a1? a*, «3, . . any . . .o (an).
La sucesión numérica

Oj, ^2> 3̂' • • •» • • *
no es otra cosa que un conjunto de números numerados, ordo- 
nado como una serie natural, es decir, colocados on orden 
de crecimiento de los números. Una sucesión puede contener 
tanto un número de términos finito como infinito.

Una sucesión que se compone de un número finito de tér
minos se llama finitay y la sucesión que se compone de un 
número (numerable) infinito de términos se llama sucesión 
infinita. Más adelante, en el capítulo presente, hablaremos 
sobre las sucesiones infinitas, Jas cuales llamaremos para 
mayor brevedad, sucesiones.

El concepto de una sucesión numérica puede ser intro
ducido también mediante el concepto de aplicación de un 
conjunto numérico sobre el otro.

Sea N el conjunto de todos los números naturales, A cier
to conjunto numérico numerable o finito. Demos la aplica
ción /  del conjunto de lodos los números naturales N sobre el 
conjunto A . Entonces a cada número natulal n f  N le corres
ponde cierto elemento bien determinado del conjunto numé
rico A y el cual designamos con a1ít donde e! índice n indica 
que el número an corresponde a rt, y, a la inversa, a cada 
elemento an lo corresponde por lo menos un número natural n 
del conjunto de todos los números naturales N.

La aplicación del conjunto N sobre cierto conjunto nu
mérico numerable o finito A se llama sucesión numérica infi
nita; los números a„ se llaman elementos o términos de la 
sucesión numérica, y el Indice n, numero (ordinal) del tér
mino de la sucesión.
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Representar una sucesión numérica infinita significa 
representar una aplicación, para la cual a cada número natu
ral n lo corresponde sólo un elemento del conjunto numéri
co A,

A veces la sucesión numérica infinita la introducen, 
utilizando el concepto de función: se llama sucesión numéri
ca infinita a la función numérica, definida en el Conjunto 
de todos los números naturales.

La sucesión (s„), cuyos términos son sumas de los tér
minos de las sucesiones (xn) e (yn) que tienen los mismos 
números ordinales:

s* =  *n +  lfn> « 6  N,

se llama suma de dos sucesiones (urn) e (yn).
Se llama producto, diferencia y cociente de dos sucesio

nes (zn) e (y„) respectivamente las sucesiones (mrl)t (qn) 
y (rj, cuyos términos se calculan mediante las reglas:

mn =  xnmy m

<ln =  Xn — y ni
rn^

Un
N,

y además, el cociente de dos sucesiones (es decir, la suce
sión (rn)) está definido sólo para tales sucesiones (yn), en las 
cuales ningún término se anula.

1.2. Ciertos métodos de representación de las sucesiones.
1) Método analítico de representación de una sucesión. La 

sucesión se representa por una fórmula que permite por el 
número del término de la sucesión determinar este término. 
La fórmula que permite calcular cualquier término de una 
sucesión por su número, se llama fórmula del término general 
de una sucesión numérica.

Por ejemplo, las fórmulas del término general
(-l)n -i

-sen  n, 
l +  ( ~ D n

n
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representan sucesiones numéricas

i _ J l  JL _  i  i .
2 ’ 3 ’ 4 * 5 1 ’ ‘ ••

sen i ,  sen2, sen3, sen4t .

0, y ,  0t y ,  ♦

2) Método recurrente de representación de una sucesión. 
Se dan varios términos primeros de la sucesión y se indica 
la fórmula para calcular los términos sucesivos do la suce
sión partiendo do los primeros términos dados.

7) = / 77*3/7*5 77=4 7)-2
----> ■ > i [ I I,-I ~ 1 / A - V S  0  V 4  1 /Z

Fig. 8.1.

Ejemplos de representación recurrente de sucesiones:

®i =  1. «n+i =» «■«».. « € N;
bi — 0, =  1, i>„+l =  £>„ +  ¿n+1, n 6 N.

La sucesión (ón) se denomina sucesión de los wuwros ífe 
Fibonacci (véase también § 4 del capítulo 1).

3) La sucesión puede ser representada también mediante 
la descripción de sus términos. Así, por ejemplo, se dice 
que la sucesión

3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; . . .
se forma de los valores aproximados del número n con insu
ficiencia de una precisión hasta 0,1; 0T01; 0,001; 0,0001, 
etc. En tales casos, como regla, es imposible indicar ni la 
fórmula del término general de la sucesión ni el método re
currente de calculación de sus términos.

1.3. Representación geométrica de los términos de una 
sucesión* Generalmente los términos de una sucesión se 
representan como puntos de una recta numérica. Por ejem
plo, los cinco primeros términos de la sucesión an ** (—l)n//r 
se muestran en la fig. 8.1. Más raramente los términos de
2 6 - 0 1 4 7 7
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una sucesión considerada como una función de un argumento 
natura], se representan mediante puntos en el sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular Oxy. En la fig, 8-2, en

Fig. 8.2.

el sistema de coordenadas cartesiano rectangular, se mues
tran los cinco primeros términos de la sucesión an — (—1 )nln.

i A. Sucesiones acotadas. La sucesión (xn) se llama 
acotada, si existen tales dos números m y M , que para todos 
n 6 N se cumple la desigualdad

m ^. xn <  M. (2)
La sucesión (xn) se llama acotada superiormente, si existe 

tal número M , que para todos n £ N se cumple la desigual
dad xn M .

La sucesión (xn) se llama acotada interiormente} si existe 
tal número m, que para todos n £ N se cumple la desigual
dad

xn >  m.
Para que la sucesión sea acotada, es necesario y suficiente 

que ella sea acotada superiormente y acotada inferiormente. 
La demostración de la acotación de sucesión se reduce a ha
llar tales números m y M y para los cuales la desigualdad (2) 
es válida para todos n 6 N.

Ejemplos 1. La sucesión (xn) que se representa mediante 
la fórmula dol término general xn =  n, está acotada in
feriormente (por ejemplo, por el número 0) y no está acotada 
superiormente.

2. La sucesión (xn) que se representa mediante la fórmu
la del término general xn =  — n2/(n +  1), está acotada 
superiormente (por) ejemplo, por el número —1/2) y no está 
acotada inferiormonte.
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3. Las sucesiones que se representan mediante las fór
mulas del término general xn — sen n, yn — (—i)n/n, es
tán acotadas por los números —1; 1 y —í; 1/2 respectiva
mente.

1.5. Sucesiones monótonas. La sucesión (z7l) se llama 
creciente, si cada término suyo, comenzando por el segundo, 
es mayor que el anterior, es decir, si para cualquier n natu
ral se cumple la desigualdad

£n+l >  xn*
La sucesión (xn) se llama decreciente, si cada término 

suyo, comenzando por el segundo, es menor que el anterior, 
es decir, si para cualquier n natural se cumple la desigualdad

La sucesión (xn) se llama no decreciente, si cada término 
suyo, comenzando por ei segundo, no es meuor que el ante
rior, es decir, si para cualquier n natural se cumple la 
desigualdad

^n+l ^  Xn*
La sucesión (xn) se llama no creciente, si cada término 

suyo, comenzando por el segundo, no es mayor que el an
terior, es decir, si para cualquier n natural se cumple la 
desigualdad

*n + l < X n*
Las sucesiones crecientes, decrecientes, no crocientes y no 

decrecientes forman la clase de las sucesiones monótonas *).
*71+1 (xn+l ^  Jn)*

Tales sucesiones son monótones, comenzando por cierto número.
Ejemplos 1. Demostrar la monotonía de una sucesión que 

se representa mediante la fórmula del término general
3n +  l 

*"“ 2n —t ' « É N.
Examinemos la diferencia entre el (n |- 1)-ésimo térmi-
*) A veces dan tal definición de la sucesión monótona: la sucesión 

(xn) se llama monótona creciente (decreciente), si se halla un número 
N q tal, que para todos los términos de la sucesión con lus números, 
mayores que JV09 se cumple la desigualdad > x n (*ri*i < x n). 
Tales sucesiones son monótonas, comenzando por cierto número.
26*



404 Teoría de los límites Cap. 6.

no de la sucesión y su w-ésimo término:
3n-|- 4 3n-|-1 -5

* n + i x n - " 2 n  +  \ ~ ~ 2 n - \ ^  V n  +  \ ) { 2 n - \ ) '

El numerador de la fracción que se encuentra en el se
gundo miembro de la igualdad es negativo, el denominador es 
positivo para cualquier n natural, y, por consiguiente, toda 
la fracción es negativa paja cualquier n g N, y por lo tanto

*7 1 + 1  — X„ <  0 S=> x„+l <  x„,
es decir, la sucesión dada es decreciente.

2. Investigar la monotonía de una sucesión representada 
por la fórmula del término general

x n — n2 — 9n —  IDO.
Examinemos la diferencia entre los términos {n +  1 pési

mo y n-ésimo de la sucesión:
*»+i — *n =  I(n +  1)* — 9 (n +  1) — 100] —

—(n2 — 9 n — 100] =  2n — 8.
La expresión que se encuentra en el miembro segundo de la 
igualdad es negativa para n =  1, 2, 3, igual a cero para n =  
— 4, y positiva para los demás valores de n € N.

Conforme a la definición de las sucesiones monótonas, es 
necesario que para todos n se cumpla bien la desigualdad 
xn+1 <  x n (sucesión decreciente) o bien z n + l — xn >  0
(sucesión creciente), mientras que para la sucesión ciada ni 
ésta ni la otra desigualdad se cumplen a la vez para todos 
los valores n 6 N, por lo que la sucesión que examinamos no 
es monótona. (La sucesión dada es monótona creciente co
menzando por el quinto término.)

§ 2. Límite de una sucesión
2.1. Concepto de límite de sucesión. Examinemos una 

sucesión numérica infinita
, . 1 , 1 , . 1 > 1
l 'l r  1 2 ’ * 3 * * 4 ’ • ' "

que se representa por la fórmula del término general
(_
— ■ -  , »€N.
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Representemos los términos de esta sucesión por puntos 
en una recta numérica (fig. 8.3). Con el crecimiento de los 
números los términos do la sucesión «se aproximan» cada vez 
más cerca al punto del eje numérico, que tiene la abscisa 1.

De esto nos podemos convencer, si examinarnos el valor 
absoluto de la diferencia xn — 1:

Los cálculos, efectuados más arriba, muestran que el va
lor absoluto de la diferencia xn — 1 con el crecimiento de n 
se hace cada vez menor aproximándose indefinidamente 
a cero. Por ejemplo, para todos los términos de la sucesión, 
comenzando por el undécimo, el valor absoluto de la dife
rencia xn — 1 es menor que 0,1; para todos los términos de la 
sucesión, comenzando por 101, el valor absoluto es menor 
que 0,01, etc. En general, por pequeño que sea el número 
positivo e escogido, en la sucesión dada se hallará tal tér
mino (cuyo número lo denotaremos por Ar0) que para todos 
los términos de la sucesión con números, mayores que N 0, 
se cumplirá la desigualdad

De tal manera, para cualquier término positivo ¿ existe 
tal número N 0l comenzando por el cual todos los términos 
de la sucesión dada pertenecen al intervalo (1 — e; 1 +  e).

El número 1 se llama límite de sucesión con el término 
general

y se escribe

Fig. 8.3.

I Xn -  i I <  e.
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Sed (:rn) cierta sucesión numérica infinita. El número a se 
llama límite de una sucesión numérica (2n), si para cualquier 
número positivo c, por pequeño que sea, existe tal número 
JV0v que todos los términos de la sucesión (xn) con los núme
ros mayores que 7V0, satisfacen la desigualdad

I xn — a I <  e. (1)
£1 hecho de que el número a es el límite de la sucesión (zn) 
se escribe de la manera siguiente *):

lím n „ — a o lím «n =  a.
n-*oo

Si el número a es el límite de la sucesión (xn), entonces 
sobre la sucesión (xn) se dice que élla converge hacia el núme
ro a o tiene por límite el número a; las sucesiones que no tie
nen limite se llaman divergentes.

La desigualdad (1) también puede ser escrita en la forma

El intervalo (a — e; a +  e) se llama e-entorno despunto a. 
Usando el concepto de e-entorno del punto a, se puede dar 
también la siguiente definición del limite de una sucesión:

El número a se llama límite de una sucesión numérica in
finita (xn), si para cualquier número positivo e existe el 
número iV0 tal, que todos los términos de la sucesión, comen
zando por jpjY#+i, portenecen a e-entorno del número a.

Formulando el concepto de limite de sucesión, es necesa
rio tener en cuenta que el número N 0, en general, no puede 
ser indicado de una vez para siempre; éste depende de la 
elección del número e. Para subrayar esto, frecuentemente 
en vez de N 0 se escribe N 0 (e). Cuando disminuye el número 
positivo e, el número respectivo N 0 (e), en general, aumen
ta. Es excepción del caso, cuando todos los términos de la 
sucesión (xn) son iguales:

xi “  ^  ~  ■ * - =  xn ~  xn +1 =  • • •
El límite de tal sucesión

a =  lím x n
7WOO

•) lím es la abreviación de la palabra latina «limes» que significa 
«límite».
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es igual a los términos de esta sucesión. En este caso la de
sigualdad (1) se cumple para cualquier e >  0 a la vez para 
todos los valores n £ N.

Ejemplo. Demostrar que el límite de la sucesión numérica 
que se representa por la fórmula del término general

es igual a 1.
Examinemos el valor absoluto de la diferencia xn — 1:

Mostremos que para cualquier e >  0 existe tal número N° 
que | xn — 1 | <  e para todos n >  N 0. Puesto que

<*>

entonces la desigualdad | x „  —  1 | <  e  s o  puede escribir 
en la forma

de donde
<&, (3)

l< e (n - ( -  !)<=> l < e n  +  e<=> 1 — e < e n < # n > ~ - í .  (4)

De la última desigualdad se deduce que para cualquier 
número positivo e se halla tal número ,V0 (e), que todos los 
términos de la sucesión con los números n >  N0 (e) satis
facen a la desigualdad *)

| x„ — 1 | <  e.

*) En calidad de ejemplo Nt (e) |  para >  0^ se puede,

[ 4_g I 1_g
j  +  i. Sí —— <  0, entonces 

en calidad de so puede tomar cualquier número natural. (Con el
1 1 ̂  6*1 1 — o

——  I se denota la parte entera del número —— . Se

llama parte entera del número real a al número entero p tal, que p <  
<  a <  p +  1).
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Efectivamente, cío la desigualdad (4) se ve que cualquiera 
que sea e >  0, la desigualdad (4) se satisface por todos los 
números naturales ny comenzando por cierto N0 (e). Pero la 
desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad (3), la cual 
considerando la igualdad (2) puede ser secrita en ia forma

I -  1 I <  e. (5)
De esta manera, para cualquier e >  0 lodos los términos 

de la sucesión con ios números que satisfacen la desigualdad 
(4) satisfarán la desigualdad (5), es decir, el número 1 satis
face la definición formulada de límite y es el límite de la 
sucesión dada.

2.2. Gmdición necesaria para la convergencia de una 
sucesión. Sen dada cierta sucesión (.rfl), convergen lo hacia 
el número a.

lím¿r„ tí.
II -►lio

Entonces, conforme a la definición de límite, para cualquier 
c >  0 todos los términos de la sucesión dada, menos, puede 
ser, su número finito, entran en e-entorno dol punto a, es 
decir,

a — e <  xn <  a e.
Sea el número de términos de esta sucesión, que no entraron 
en el entorno del punto ay igual a N f) y sea que algunos de 
estos términos se encuentran a la derecha del punto a -|- c, 
y otros se encuentran a la izquierda del punto a — c. Puesto 
que los términos que se encuentran a la derecha dol punto 
a +  e son un número finito, entonces, al examinarlos, pode
mos elegir un término máximo, el cual lo denotamos con M. 
Análogamente, designamos el mínimo do los términos de la 
sucesión, que se encuentran a la izquierda del punto a — e, 
con m. Puede suceder que a la derecha del punto a +  e 
(o a la izquierda del punto a — c) no halla ningún término. En 
este caso en calidad de número M  se puede tomar el número 
a +  z y, respectivamente, como número m, el número a — e.

Así pues, si xn es una sucesión convergente, entonces exis
ten dos números tales, m y A/, que para todos n

m ^  xn ^  M  
y, por consiguiente, {*r„) os la sucesión acotada.
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Examinemos una sucesión representada por la fórmula 
del término general

■r„ ..  ( - l ) n< « £N.

La sucesión dada será acotada (inferiormente, por el número 
—1, y superiormente, por ol número 1). Aplicando la defi
nición de límite, demostremos que esta sucesión no tiene 
límite.

Cada término de la sucesión que tiene un número impar so 
representa en el eje numérico por el punto con una abscisa 
igual a —1, y los términos con números pares, por el 
punto con la abscisa \. De aquí se deduce que si la sucesión 
dada tiene un limite, entonces este límite es igual o a —1T 
ó a 1. Supongamos que el límite es igual a —1. Entonces 
para cualquier e >  0 todos los términos de la sucesión, 
comenzando por cierto término deben entrar en el e-entorno 
del punto —1. Tomemos e =  0,1. En el intervalo (—1, 1; 
—0,9) entran todos los términos de la sucesión, que se 
encuentran en los sitios impares, pero no entra ninguno de 
los términos que se encuentran en los sitios pares, os decir, 
no existe tal número ¿Vn (e), comenzando por el cual todos 
los términos de la sucesión entran en el e-entorno dado del 
punto —1, y, por consiguiente, el número —1 no es límite 
de la sucesión dada. Análogamente se demuestra que tam
bién el número 1 no es límite de la sucesión. De esta manera, 
resulta que la sucesión

- U  —t, I, - I ,  l, . . .

no tiene límite.
De la actoación de la sucesión no se deduce la convergen

cia de una sucesión.
Los ejemplos examinados permiten formular la condición 

necesaria de convergencia de una sucesión numérica infinita 
arbitraria:

Para que la sucesión converja es necesario que sea acotada.
2.3. Teoremas sobre los límites de las sucesiones.
1) La sucesión no puede converger hacia dos límites 

distintos {teorema de la unicidad del limite).
2) El límite de una sucesión, todos los términos de la 

cual son iguales al mismo valor, es igual a este valor.
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3) Si la sucesión (xn) liende al número ay y a >  p {a <  
<  q)y entonces también todos los términos de la sucesión, 
comenzando por cierto término, serán mayor que p (menor 
que $).

4) Si la sucesión (x„) tiene limite, ontonces es acotada.
5) Si las sucesiones (x„) e (yn) tienen límites (convergen), 

entonces su suma (diferencia) también tiene límite, además, 
el límite de la suma (diferencia) es igual a la suma (diferen
cia) de los límites;

Km (xn ±  yn) =  lím xn ±  lira yn.
rt-»-co n~+oo n-*-oo

6) Si las sucesiones (xn) e (yn) tienen límites (convergen), 
entonces su producto también tiene límite y el límite del 
producto os igual al producto de los límites:

lím (xrt • y„) =  lím x„- lira yn.

El multiplicador constante puede sacarse del signo del 
límite:

lím (cxn) =  c lím x n.
n-»oo

7) Si las sucesiones (xn) e (y„) tienen límites y además 
yn #  0, n 6 N, y el límite de las sucesión (yn) es diferente 
de cero, entonces su razón también tiene un límite y el lími
te de la razón es igual a la razón de los límites:

lím xn
1 n-*eoi un —  =   .
n->oo yn lím ynn-*-oo

Mostremos ahora en un ejemplo, cómo mediante los teo
remas formulados el problema de hallar la sucesión puede 
reducirse a hallar los límites de las sucesiones simples.

Ejemplo, Calcular el límite lím xn de la sucesión
n-*oo

(xB) que se representa por la fórmula del término general

x  ____ 2n>....
» * + » + r
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Para calcular el límite de una .sucesión dada aplicamos 
los teoremas sobro los límites de las sucesiones. Observemos, 
que no se puede utilizar de inmediato el teorema sobre el 
límite de un cociente para calcular el límite

,, 2»«Jim -r-¡----r-T,
„~oo "* +  * +  ! *

puesto que los límites de las sucesiones que se encuentran 
en el numerador y en el denominador de la fracción no exis
ten {las sucesiones yn =  2n* y zn =  n* +  n +  1, n 6 N, 
son no acotadas y, por consiguiente, son divergentes). Efec
tuemos previamente la siguiente transformación de la fracción 
que se encuentra bajo el signo del límite, es decir, divida
mos el numerador y el denominador de la fracción por n%:

2 a* 
n*+n + 1

* + r +
Luego, aplicamos sucesivamente los teorema 7) y 5):

lím
Tl-̂OO

2n2 
n* +  n +  í Iím—i—r

í + » + ^

lím 2
____ n->oo__________

lím 1-1- lím —+  lím
« - • O O  T l-» O U  ^

Utilizando la definición de limite, es fácil demostrar que

ím — =  O y lím --- 0:

de resultas obtenemos

lím
n-oo

2 n* _  2
n*+/» +  l — 1+0+0 ^ 2 .

Es necesario subrayar, que cuando hallamos el límite 
de una sucesión dada, no hemos aplicado con toda precisión 
los teoremas 7) y 5). Por ejemplo, aplicando el teorema 
sobre el limite de un cociente, hemos puesto el signo de igual' 
dad entre las expresiones

lím
. . i  , t
1 + * r r u

lím 2 
n-*oo

)¡m ( n*»oo V
y
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aunque pura osle momento no sabíamos todavía que los lí
mites de) numerador y del denominador de la segunda frac
ción existen. La convergencia de la sucesión que se encuentra en 
el denominador de la segunda fracción se demuestra más tar
de, después de aplicar «i legal mente», de la misma manera, 
el teorema 5). El que nosotros de inmediato pongamos el 
signo de igualdad, significa realmente que primeramente 
suponemos que las condiciones de los teoremas que aplica
mos están cumplidas, y después, regresando atrás por la 
cadena de igualdades, argumentamos la legalidad del signo 
de igualdad entre estas expresiones.

2.4. Condición suficiente para la convergencia de una succión 
(teorema de Weiorslrass). La acotación de una sucesión es la condición 
necesaria de su convergencia, pues de la convergencia de una sucesión 
se deduce su acotación; sin embargo, la acotación de una sucesión no 
es condición suficiente de su convergencia. La monotonía de sucesión 
parece no estar relacionada con su convergencia, ya que la sucesión 
monótona puedo ser tanto convergente, como divergente. Por ejemplo, 
la sucesión representada por la fórmula del término general jrn =  n 
es monótona y divergente, y la sucesión xn j= \/n  es monótona y con
vergente.

Por otra parle, las sucesiones no monótonas pueden ser tanto 
convergentes, como divergentes. Así, la sucesión xn (—l)n/n será 
convergente, y la sucesión .r^ =  (—l)nn, divergente.

Sin embargo, las sucesiones que al mismo tiempo son monótonas 
y acotadas, son, obligatoriamente, convergentes. Este resultado que 
a veces se llama condición de convergencia de una sucesión se formula 
en forma dol si guión te teorema, el cual fue demostrado por primera 
vez por K. Wcierslross:

Si Ja sucesión es monótona y acotada, entonces converge.
El teorema de Weierstrass es un teorema sobro la existencia «le un 

limite do sucesión y no da le método para hallar el límite de sucesión. 
Sin embrago, en un í serie de casos, sabiondo que el limite de sucesión 
existe, se pueden indicar los procedimientos para calcularlo. Para 
esto muy a menudo se aplica, el que para cualquiera sucesión con
vergente (que no es obligatoriamente monótona) (.rn) es válida la 
igualdad

lím xn+ t~  Hm xn- (6)M — «> TI -*■ oo
Antes de pasar a los ejemplos, observemos que para el cálculo 

de los límites mediante la igualdad (f>) es cómodo tener una forma re
currente y no analítica de representación de la sucesión, y por eso 
en todos los ejemplos que vamos a examinar más abajo las sucesiones 
que se representan analíticamente se escribirán, según la necesidad, 
en la forma recurrente*).

*) No hace falta pensar que cualquier sucesión, representada por 
el método analítico, puede ser escrita en la forma recurrente.
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Ejemplos. Calcular el limite de sucesión
O <  q <  1 .

La sucesión xn — qn es monótona decreciente, puesto que para 
cualquier n £ N cuando 0 <  q <  1 se cumple la desigualdad xn >  
>  zn+u y es acotada, puesto que 0 <  qn <  1 . Según el teorema de 
Weierstrass la sucesión dnda tiene limite. Designemos esLe limite 
por a:

lím (7)n—o©

Es fácil observar que la sucesión dada puedo ser escrita en la 
forma recurrente;

* n + l  =  1*n- (8 )

En base a la igualdad (6 ) y a la fórmula recurrente (8 ) tenemos 
lím xji ~  lím xn+i=* lím xn ~  lím (í/jh).

TJ-f-Oi» ?i -»oo ff-»Ou M -►<*>

Puesto que el multiplicador constante se puede sacar del signo del 
límite, entonces, aplicando la anotación (7), se puede escribir la 
última igualdad en la forma

I ím X n = ' I  1 ím xn a =*?. qa => a (1 — //) — O. 
n-*oo n-*c©

Pero, puesto que q ^  t , entonces de la última igualdad obtendremos 
a =  0. Así pues, el límite de La sucesión dada es igual a cero.

2. Calcular el límite de la sucesión

xn ~ 3n +  t 
2n — 1 *

La sucesión dada es monótona decreciente, puesto que

Xfltl -T/l — ‘ (2n +  4) (2« — 1) < 0

para todos » £  N. Es fácil observar que xn >  0  para todos n £ N. 
Por otra parte, en vigor del decrecimiento monótono cualquier término 
de la sucesión, comenzando por el segundo, es menor que el primer 
término xlf el cual es igual a cuatro. Poroso, cualquier término de la 
sucesión dada es mayor que cero y menor que cuatro, y, por consi
guiente, la sucesión es acotada.

La sucesión dada satisface las condiciones del teorema de Weiers
trass y, por consiguiente, tiene Jimite, el cual lo designemos median- 
te a. Vamos a calcular este límite con ayuda de la fórmula (8 ), pa
sando del procedimiento analítico de representación de una sucesión, 
al recurrente. Para esto resolvemos la razón
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respecto a «:

n = ¿n ~h 1 
2arn- 3  ‘

Sustituyendo la expresión obtenida para n en la expresión para el 
término (» +  1 )

3*+ 4
I w "2it + 1»

obtendremos la fórmula recurrente de representación de una sucesión 
dada:

i l l * n - 9  
4 ín  — 1 (9)

Sustituyendo en el primer miembro de la igualdad (ü) *n+l por su 
expresión a través de xni conforme con la fórmula {9 ) obtendremos

I lzn— 9 ..nxlim “y------1” — (10)n-*oo — 1 n-*9o

Aplicando el teorema sobre el límite del cociente y teniendo en 
cuenta que el límite de la sucesión (cn) fue designado mediante a, 
de la igualdad (1 0 ) obtendremos la ecuación para hallar el número a;

lia  — 9
4a — í

La única solución de la ecuación dada es: a .•* 3/2. De esta manera, 
el límite de la sucesión dada es igual a 3/2.

Observemos, que el límite de la sucesión xn ~  ^  se puede
calcular también sin aplicar el teorema de Weierstrass, utilizando ios 
teoremas sobre los límites de las sucesiones.

3. Calcular el límite de la sucesión, que se representa por la 
fórmula del término general

I n - l  ̂ C + y 9 c + . . .  +  Ve.
n ralees

Demostremos que la sucesión dada tiene un límite y calculemos 
este límite mediante la igualdad (6 ). La sucesión dada puede ser 
representada por la fórmula recurrente siguiente:

*ru.| =  V c +  *n • (1 1 )
Demostremos que la sucesión dada crece monótonamente, es 

decir, que xn + 1  >  xn para lodos n £ N. Aplicando la fórmula recurren*
te (1 1 ), la última desigualdad se puede escribir en la forma yrc +  i n >  
>  xn, lo que es equivalente (teniendo en cuenta la condición xn >  0 )
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a la desigualdad x2n — xn — c <  0. De esta manera,

c +  V c + Y  c +  . . .  +  j /c  — c + Y  C +--- +  Y e  — c < 0 <s>
n -  i raíz n ralees

"¥=> V  c+ V  «+..< +  V '^ V '+ V  e+. . .  + V«.
n - i  r a li  n raíces

Elevando ambos miembros de la última desigualdad n — 1 veces al 
cuadrado, obtendremos la desigualdad

o <  Y e .

Por consiguiente, la desigualdad inicial es válida para todos los va
lores c >  0 , y la sucesión dada es creciente.

La sucesión dada es acotada superiormente, por ejemplo, por 
el número Y ~ +  Efectivamente, x1 == c es menor que este número. 
Si ahora admitimos que zn <  }/? +  1 , entonces también para el 
término siguiente de la sucesión *n+l tendremos

Xn+I  < Y c +  Y c  + 1 < Y c +  2 / c  +  4 -  V *  +  i f

y la acotación de la sucesión superiormente puede ser demostrada 
mediante el método de inducción matemática. La acotación de la 
sucesión interiormente se deduce de que xn >  U para todos n g N.

Así pues, la sucesión dada es creciente y es acolada; por consi
guiente, según el teorema de Weierstrass ella tiene un limite, el cual 
se designa mediante a. Para calcular el número a aplicamos la fórmula 
recurrente (1 1 ), escribiéndola en forma

*n+» — * +
En vigor de la convergencia de nuestra sucesión 

lím ar^!= lim (c+x*),n-*oo n—oo
de donde sigue que el valor a satisface la ecuación cuadrática 

a* =  e +  a.
Un conjunto de soluciones de la ecuación cuadrática dada es:

i + V ^ T i
a —i - Y t c + i

, , 1— Y be -4- iEl numero ----- w— — —  para cualquier c >  0  es negativo. Pero
puesto que un número negativo no puede ser límite de una sucesión
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con términos positivos, entonces el número

i +  Y te + i
2

será el límite de la sucesión que examinamos.
ó. E l numero neperiano e como lim ite  de una sucesión num érica  

in f in i ta 0 ). Examinemos una sucesión representada por la fórmula del 
término general

Demostremos la monotonía de esta sucesión. Desarrollando la expresión
(

1 V u
i -|---- 1 según la fórmula del binomio de New ton, obtendremos

/ .  , 1  V  . . 1  . M»»— i) 1 i
*" = ( + ^ )  ''"V"1 21 1F  +
, n (w —1 )(n —2 ) J  . n (n — 1 ) (n — ¿) ■.. (« — I

31 ' n* ’1' ' " r  «! ’ n»

_ , + t + ^ ( , H ! 0 + T r ( , ~ r )  ( , - Í r ) + -"

Si ahora escribimos el <lesarrollo análogo jjara ícn+i, entonces al de* 
sarrollo obtenido se añade, ante todo, el término positivo (n -j- 2 ); 
cada uno de los términos n -\- i escritos aumenta, puesto que cual
quier mui Indicador entre paréntesis de la forma 1 — ~ se sustituye

por un multiplicador mayor 1 — ^ ~ ~  . De aquí se desprende que

Xn-H >  xn*
es decir, la sucesión (jrn) dada resulta ser creciente.

Antes de pasar a demostrar la acotación de la sucesión dada, de* 
mostremos tina desigualdad, es decir, mostremos que para cualquier 
n 6  N

< n l .  (1 2 )
De la validez de esta desigualdad es fácil convencerse, si demostramos 
que la sucesión

2 /i-t

•) Sobre el número t  véase también el p. 1.5 del capítulo 9.
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es no creciente, y su primer término (es muy fácil de verificar) es2 n-i
igual a 1 . Efectivamente, la sucesión — r— es no crecíante, puestonJ
que para cualquier n £ N

2n 2n- ‘ _ 2 n — 2n" I ( » H - l ) _ 2 " - 1 0 - n )
-  (»-|-l)l “  («+1)1 ^

Demostremos ahora que la sucesión (xR) es acotada. Omitiendo en la 
expresión

« , , - 1 + 1 + - ! - ( ' - ! ) - >  ■■■

todos los multiplicadores que se encuentran entre paréntesis, aumen
tamos el segundo miembro de la igualdad (puesto que cada uno de los 
multiplicadores omitidos es menor que la unidad); tenemos

*„ <  2 +  - | - + - | - + .

En vigor de la desigualdad (12)
2 <21; 2a < 3 ! ;  2a <  41; . . 2* - 1 <  ni

y, por consiguiente,
l i l i l í  1 1

T > '2 T ; "W** 3t ’ 2»" ** 4¡";

Considerando las últimas desigualdades, tenemos

*n <  2 +  ~ ( - - | - - + ^ r + 2 +

2 2* 2* ‘ '" 2n~1 *
Es fácil observar, que en el segundo miembro de la última de

sigualdad la suma de todos los términos, comenzando por el segundo, 
es de n — 1  términos de una progresión geométrica infinitamente 
decreciente. La suma de todos los términos de !a progresión infinita
mente decreciente

1 1 . p 1
2* * *2̂  * • • ‘» 2n~l ’

es igual a 1, y por eso para cualquier n € N
* n  <  3

27-01*77
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De esta manera, fue demostrado que nuestra sucesión es monótona 
creciente y acolada y, por consi guíenles en vigor del teorema de Weiers- 
trass tiene un limite. Este límite tiene una d e s ig n a c ió n  e sp ecia l, e:

lim ( l + —\" =  c =  2,71828...

2.5. Condición necesaria y su! 1c Leo te para la convergencia de 
una sucesión numérica infinita. Hemos examinado m¿s arriba dos 
procedimientos para demostrar la convergencia de las sucesiones. Uno 
de los procedimientos esté basado en la aplicación de los teoremas sobre 
los limites de las sucesiones (véase p. 2.a), y el segundo» en la aplica
ción del teorema de Weierstrass (véase p. 2.4). Sin embargo» ambos 
procedimientos de demostración de la convergencia de la sucesión son 
aplicables para examinar un número pequeño de sucesiones bastante 
simples.

Surge una pregunta: ¿cómo demostrarla convergencia, por ejemplo, 
de una sucesión no monótona, la cual se da no por el procedimiento 
analítico, sino por cualquier otro procedimiento (por ejemplo, por ol 
recurrente), o de una sucesión que se da por una fórmula analítica, 
cuyo limite es imposible calcular, limitándose a Los teoremas sobre los 
límites de las sucesiones? Está claro que en este caso ya no podemos 
usar la definición del límite de una sucesión para demostrar su con
vergencia, puesto que en esta definición ya participa el mismo nú
mero a , cuya existencia tenemos aue demostrar. Además, en una 
serie de casos nos puede interesar solamente la cuestión sobre la con
vergencia de la sucesión, pero no la cuestión sobre hacia qué número 
converge.

De suerte que, sería muy deseable tener cierto teorema que pu
diera contestar a la pregunta sobre la existencia de un limite de suce
sión y en la formulación del cual participara sólo lo que se da, es 
decir, los términos de nuestra sucesión. Tal teorema fue 
formulado y demostrado por Bolzano y Cauchy:

Teorem a  d e  B o lz a n o — C a u c h y  (criterio de co n verg en cia):
Para que la sucesión' (x n ) tenga un límite finito, es necesario 

y suficiente que para cada número positivo e exista tal número N 0 (e), 
que la desigualdad

l̂ n ““ *n+pl ^  ®
se cumpla para todos n  >  N 0 y p  >  1 (es decir, para cualesquiera 
números naturales n  y p  que satisfacen estas desigualdades). § *

§ 3. Series numéricas
3:1. Concepto de serie numérica. Sea dada una sucesión numé

rica infinita
*i; **; *n ' <» (*)

Planteemos na problema: calcular la suma de todos los términos de una 
sucesión infinita (1). Para solucionar tal problema surge, naturalmente,
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una pregunta: ¿cómo calcular la suma do un número infinito de su
mandos? No so puede calcular la suma de un número infinito do suman
dos de la misma manera que se calcula la suiua do un número finito 
puesto que nunca podromos finalizar el proceso de adición. Sin em~ 
cargo resulta que, aplicando el concepto de límite de una sucesión, 
se puede introducir el concepto de sumA de un numero infinito de 
sumandos. Para eato tomemos e! primer termino de la sucesión (xA) 
y designémoslo con <SX:

S t «* XX.
Sumemos el primer término de la suoesión x1 con el segundo término x% 
y designemos su suma con S 2:

$s “  *1 +
Sumemos los tres primeros términos de lu sucesión (1) y designemos 
su suma con S 9:

+  *3-
Continuando el proceso iniciado, es decir, sumando sucesivamente 
cuatro, cinco, seis, etc. primeros términos de la sucesión (xA), denote
mos las sumas de cuatro, cinco, seis, etc. primeros términos mediante
4̂» S&I * • •*

^ 4  “  *1  +  * 2  +  * 9  +  *41 

S »  —  +  *3  +  * 3  +  *4  +  * 4»

•$e =  *1  +  x i  +  * 3  +  * 4  +  * 5  +  * e t

El conjunto de las sumas Sn> n g N, forma una sucesión infinita. Si el 
límite de esta sucesión existe, entonces se llama suma de un número 
infinito de sumandos

* 1» * Í 1 * 3 » * • xnt - * •

Así, para la sucesión numérica dada (xn) la expresión

xi +  *3 +  *3 +  • • • +  *n * • ■ (2)
se llama serle numérica, y xn — n se llama término xn — n-ésimo de la 
serie. Para designar la serie numérica (2) se usa lu expresión

00
S  *»•

n - t

La suma n de los primeros términos de la serie se llama n-ésima suma 
parcial de esta serie y se denota con Sn:

“  * i +  *» +  * s +  * • • +  *n-

Si existe un limite S  de sucesión {Sn) de las sumas parciales de la 
serie (2), entonces se dice que esta serie converge, y el limite indicado S
27*
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so llama suma do la sorio (2 ) y so escribe

$ r- *1+**+ *3 +  • ‘ * +*n +  • • • =  2  Xn'
n=l

Si no existo un límite do sucesión de las sumas parciales (Sw)t 
entonces la serie (2) so llama divergente. La serie infinita

f̂t+i 4“ **+2 +  - - * +  +  ■ • *t
que so obtiene de la serio (3) mediante la eliminación de los primeros k 
términos, se llama resto do la serie

*! +  *! +  * » + • • •  +  xh +  * * + 1  4” • • • 4“ xk+l +  • • • (3)
después del termino k.

Un ejemplo simple de una serie numérica infinita es la suma de 
todos los términos do una progresión geométrica con ol primer térmi
no, igual a a y con el denominador igual a q

a +  aq +  aql +  . . . +  aqn-i +  . . (4)
la n-ésinm suma parcial de esta serio es la suma de n términos de la 
progresión geométrica y so calcula mediante la fórmula

Sn^- ° ^ ~ q  * (l>ara q 4).

Si ol denominador de la progresión 1?| <  1, entonces la sucesión 
de las sumas parciales (£n) tiene límite

el cual so llama suma de todos los términos de la progresión geométrica 
infini lamen te decreciente (es decir, la suma de Ja serio (4 )).

Para |?| >  í la misma expresión (4) da un ejemplo de una serie 
divergente.

Propiedades de las series numéricas infinitas.
1) Si la serio numérica converge, entonces converge también 

cualquiera do sus restos; a Ja inversa, do la convergencia del resto se 
desprende la convergencia de la serie inicial.

2) Si la serie converge, entonces el resto do la serie después del 
k-csimo término tiende a cero cuando k -*• oo.

3} Si los términos de una serie convergente los multiplicamos por 
un mismo multiplicador c, entonces su convergencia no altera, y la 
suma se multiplica por c:

oo oo
2  cxn ” c 2  *»•?»“*■! ti—1
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á) Dos series convergentes
(V

Zj+arzH-Xj-í-  . . .  +  x n -t- • • • ^  2  x n ^ X ,
n=l

CXJ

í/l +  Uz  +  y )  +  • • • + U n  +  • • • “  2  U n  — Yn*-™ i

se pueden sumar término u término (o sustraer) y Ja serie

(*i ±  1/1) -I (r2 ±  y 2) +  (xf, ±  ya)
. . . h (xn ±  */„) +  - .  . -  X rJb V’

converge también, y su suma (di foro no i a) es igual a X |- Y (respectiva
mente X — Y).

5 ) El término genera) do la serie convergente tiendo a coro 
(condición necesaria de convergencia  de una serie numérica infinita).

3 .2 . Seríes numéricas positivas. La sorio numérica
co

x i x %  - f -  x$ - | -  . . .  “j"’ x± H'" - * • x n
n - 1

se llama positiva , si todos los términos do la serie son números posi
tivos:

x t >  0,  ** >  0, x 3 >  0, . . x n >  0, . . .

La sucesión de las sumas parciales de una serio positiva es una suce
sión creciente. Una serio numérica positiva converge, si la sucesión 
do Lis sumas parciales de la serio está acolada superiormente, y di
verge en caso contrario (condición necesaria y su ficien te  de convergencia 
de una serie numérica positiva).

La convergencia (o divergencia) de una serie numérica positiva 
muy a menudo se establece mediante la comparación de una serie 
numérica dada con otra, que es de antemano una serio numérica con
vergente o divergente. En la base do. eslu comparación se encuentra 
la siguiente propiedad de las series numéricas: sean dadas dos series 
numéricas positivas

oo
(A) x, 4-x2H-x3-f . . .  + x n I • • • 2  *«.v—\

OO
(B) yi + y 2+ y , +  ••. •!-... -  S  yn->i=-l

Si, comenzando por cierto número, para lodos h >  Ar 0  se cumple la 
desigualdad *n <  ün* entonces de la convergencia do la serie (B) 
se deduce la convergencia de la serie (A), y de la divergencia de la 
serie (A) se deduce la divergencia de la serio (H).
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1̂ “f" &2 4“ “1“ +  • • • — S  ¿n*««3*1
cuya convergencia os necesario oxa minar. Para demostrar la diver
gencia de la serie dada es necesario construir una serle tan notoria- 
mente divergente

00
y i i j/í+ ya ! ■ • • • +  Vn +  • • • — 2  Vmn* 1.

que yn ^  xn para lodos n >  N0.
Para demostrar la convergencia de la serie dada es necesario 

construir una serie tan notoriamente convergente
oo

*1 I *2 +  • ■ * +  *i» *1" ■ • • = 2  Zn»
n--1

que z ^  xn para toctos n >  A'0.
Para un caso general es muy difícil dar cualquier recomendación

oo oo
concreta, acerca de cómo construir las series indicadas 2  yn y 2  *ir

n**\ n=»l
Frecuentemente es cómodo tomar como tales series, a las series for
madas de los términos de una progresión geométrica, las cuales en 
dependencia del valor del denominador pueden ser tanto convergentes, 
como divergentes.

3.3. Serie armónica. La serie numérica

' + T + 7 + T + - + - Í - + - n=t
se llama serie armónica. Cada término de tal serie, comenzando por el 
segundo, representa la media armónica de dos términos vecinos (el
número c que satisface la igualdad «i — 4 - í ¿  -1--4 * ) se llamac 2 \ a b f
media armónica de Jos números a y b ) .

Una serie numérica de la forma más general
00

2  > (5)
n~l

donde s es cualquier número real, se llama también con frecuencia 
serie armónica.

La serie armónica de la forma (5) diverge cuando j < 1  y con
verge si a >  1 T
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§ 4. Productos infinitos
4.1. Concepto de producto infinito. Examinemos una sucesión 

numérica infinita ¿rlT x2} x9% . . xny . . . .  Formemos de la sucesión 
numérica dada una sucesión, cuyos términos son ios números
X x — xx% X 9 =  xx* x9i X 9 =  J 3 , . . X n ^

=  xx • . . . • xn . . . .
Si el límite de la sucesión X x% X t% . . Xn, . . . existe y es distinto 
de cero, entonces se llama valor del producto infinito

Así:
Xj * X)1 • • •' Xjj 1 « • . ♦

1 ) para la sucesión numérica dada (xn) la expresión
X y X y X y .  . Xn . .  . . (1)

se llama producto infinito. El producto numérico infinito (1) se designa

11 -n=l
2) El producto de n primeros términos de la sucesión (xn) se llama 

producto parcial del producto infinito dado:

3) Si existe un límite X , distinto de cero de la sucesión (X J de los 
productos parciales, entonces se dice que el producto infinito con- 
verge\ el límite X se llama valor del producto infinito (i) y es escribe

X  =  x i-x r í j - .  . • ♦ « *
En caso contrario (cuando el límite de la sucesión de los productos 
parciales no existe o es igual a cero) el producto infinito se llama 
divergente.

4.2. Relación entre los productos infinitos y las series. Examine
mos una sucesión numérica infinita (rn), todos los términos de Ja cual 
son positivos. Formemos para esta sucesión un producto infinito

tJO
Zi-Zt-Xn.' — ff *n- (2)

n»i
Para la convergencia del producto infinito (2 ) es necesario y suficiente, 
que converja la serie infinita

2  !»■*«• (3)
n=l

Si la serie (3) converge hacia e) número S, entonces también el producto 
infinito (2) converge hacia el número X — e2 3.
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§ 5. Progresiones
5.1. Progresión aritmética. Se llama progresión arit- 

mética a la sucesión, de la cual se da el primer término aly 
y cada término siguiente, comenzando por el segundo, es 
igual al término anterior, sumado con un mismo número d. 
El número d se llama diferencia de La progresión aritmética. 
Si el numero d >  0, entonces la progresión se llama creciente; 
si d <C 0, decreciente.

Para que la sucesión (an) sea una progresión aritmética, 
es necesario y suficiente que para cualquier n >  1 se cum
pla la igualdad

an ‘ ----- -y------ •

Si so dan el primer término a} y la diferencia de la progre
sión aritmética d, entonces el n-ésiino término de la progre
sión aritmética se calcula mediante la fórmula

an =  at -f d (n — 1).
Los términos do la progresión aritmética an-u an y an+t 
(n >  2) se relacionan entre sí por la igualdad

«n 2

La suma de los primeros n términos de la progresión 
aritmética (u„) so calcula por la fórmula

------ ------n

o mediante la fórmula
2fll+ á ( n - l )
-------2--------n‘

Una serie, que está formada de los términos do la progresión 
aritmética

QO
a i  1" a 2 +  2  a m

n - 1

para cualesquiera valores numéricos del primor término ax 
y de la diferencia d será divergente (a excepción del caso
flj d =  0).
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5.2. Progresión geométrica. Se llama progresión geo
métrica a la sucesión, de la cual se da el primer término ut , 
y cada término siguiente, comenzando por el segundo, .se ob
tiene multiplicando el término anterior por un mismo núme
ro constante q de la sucesión dada. El número q se llama 
denominador de la progresión geométrica.

Para que iu sucesión (u„) sea una progresión geométrica, 
es necesario y suficiente que para cualquier n >  1 so cumpla 
la igualdad

Un ■= ♦ Un4.«.
Si se dan el primer término u} y el denominador de la 

progresión geométrica q< entonces el término n de la pro
gresión geométrica se calcula median le la fórmula

Los términos de la progresión geométrica «„-lt w„ y 
(n >  l) se relacionan entre sí por la igualdad

•«»+!•
La suma de los primeros n términos de la progresión geo

métrica se calcula por la fórmula

1 - q  •
La serie numérica infinita, que está formada de los tér

minos de la progresión geométrica

§ 5.

«, I «2 -H v-f . . .  +  Wn 4- - 

para | q | <  1 converge» y su suma £  es igual
j

( 1)

l —<r (2)

para [ q 1 la serio (1) diverge.
La fórmula (2) se llama también fórmula do la suma de 

los términos de una progresión geométrica decreciente infi
nita. Aquí por «progresión geométrica decreciente infinita» 
se comprende una progresión, cuyos términos decrecen de va
lor absoluto, es decir,

| «i I >  I u2 I >  I I >  • • • >  I un I >  - • »
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§ 6 . F u n c io n es  n u m éricas

6.i .  Concepto de función numérica. Sea X e Y  dos conjun
tos de números reales. Los elementos de estos conjuntos se 
designan con las letras x e y respectivamente. Representar 
una correspondencia entre el conjunto X  y el conjunto Y  sig
nifica indicar una regla, según la cual para cada número x 
del conjunto X se elige uno, varios o infinitamente muchos 
números y del conjunto Y. Puede resultar que a ciertos 
números x 6 X no corresponde ningún número y 6 Y*

Por ejemplo, si representamos una correspondencia entre 
los conjuntos do los números reales X =  R o Y  — R en for
ma de la fórmula

x2 +  y2 -  1,
entonces n cada número x £ (—1; 1) le corresponderán dos 
números

y =\/~ i  — x* o y — — i  — xa.

A los números x =  t y x =  — 1 les corresponde un solo 
número y “  0, y a los demás x £ R no corresponde ningún y.

Las correspondencias entro el conjunto numérico X y el 
conjunto numérico Y  suelen designarse con las letras del 
alfabeto latino /, A\ g, . . . y se escribe

x - U y , x I + y , x - U y , . . .
La correspondencia /, que asigna a cada número dado x 

del conjunto X un solo número y del conjunto Y , se llama 
función numérica del argumento x y se escribe

V =  / (*).
Al mismo tiempo x se llama variable independiente, e y, va
riable dependiente; el conjunto X se llama campo de defini
ción de la función /  (x), y el conjunto Y  se llama reglón de 
cambio (o conjunto de valores) de la función / (x). A voces el 
campo de definición y la región de cambio de la función 
y — f (x) se designan D (/) y E (/) respectivamente

La función numérica y — f (x) puede ser definida tam
bién como un conjunto do pares ordenados de los números reales 
(x; /  (x)) talos, que para cada x en el conjunto de estos pa-
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res existe no mas que un par con ei primer elemento 0. Por 
ejemplo, la función representada por la fórmula y =* x*, 
puede ser representada también como un conjunto do todo3 
los pares ordenados de la forma (x; xa).

Si consideramos las variables x e y como coordenadas 
cartesianas de puntos en el plano, entonces el conjunto 
de los puntos del plano de coordenadas Oxy con las coorde
nadas (x; f (x)) se llama gráfica de la función y — f (x).

6.2. Procedimientos para la representación de funciones. 
Una función puede ser representada por distintos procedi
mientos. En el análisis matemático con frecuencia la función 
se representa analíticamente.

Formas principales de representación analítica de una 
función:

1) Forma explícita de representación de una función. La 
función se representa con una fórmula que indica las operacio
nes (y la consecutividad de su realización) que es necesario 
hacer con el valor do una variable independiente y como 
resultado de las cuales so obtiene el valor de la variable 
dependiente.

Por ejemplo, sea que la función y — f (x) tiene la forma

V ~ (  l / T - l ) 2.

El campo de definición de la función dada D (/) =  (0; + 00).
Tomemos cierto valor x0 6 D (/). Para obtener el valor 

y0 =  f  (x0) con el valor x0 es necesario efectuar las opera
ciones siguientes, de resultas de las cuales se obtiene el valor 
yn: a) extraer la raíz cuadrada del numero x0; b) sustraer 
del valor obtenido de la raíz cuadrada el número unidad; 
c) elevar la diferencia obtenida al cuadrado.

Para el método analítico de representación de una fun
ción, la función puede ser representada para unos valores del 
argumento x 6 por una fórmula, y para otras valores 
del argumento x 6 D2, por otra fórmula (D, [} D 2 =  
=  D (/) y Dt fl D t =  0 ) .

La función que se define por las condiciones siguientes:
f (x) — i ,  si x >  0, 

f (x) =  — i ,  si x <. 0,
/  (0) -  0
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puede servir como ejemplo de tal función en el intervalo 
(—00; + 00). Esta función tiene una designación especial:

siga x
(se lee; «signutn x») y se llama «el signo del número x».

2) Forma implícita de representación de una función. Por 
representación implícita de una función se entiendo la repre
sentación de la función en forma de una ecuación con dos va
riables:

F (x, y) -  0. (1)
La ecuación (1) representa una función sólo en el caso» cuan
do el conjunto de los pares ordenados (x; y) que son la solu
ción de la ecuación dada es tal, quo para cualquier número x 
existe en este conjunto no más que un par (x0; y0) con el 
primer elemento x0. Por ejemplo, la ecuación

xy — 1 = 0
representa una función, mientras que la ecuación que tiene 
la forma

x* +  y* =  1
representa no una función, sino una correspondencia, puesto 
que entre el conjunto de los pares ordenados (x; y), que son 
la solución do la ecuación dada, se hallan, por ejemplo, dos 
tales pares con el primer elemento coincidonlc:

3) Forma pararnétrica de representación de una junción. 
Para la representación paramétrica do una función los valo
res correspondientes entre sí de las variables x e y se expre
san mediante el tercer valor llamado parámetro:

* =  V (0, ¥ = ♦ (* )■
En ciertos casos la función, representada en forma para

métrica, puede ser escrita también en forma explícita. 
Por ejemplo, la función, representada^en la forma para- 
métrica:

x =  sen t % y ~  eos f, ¿6 [—n/2, n/2),
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admite la expresión en la forma explícita:

j / = y  i - * » .

Además del procedimiento analítico de representación, la 
función puede ser representada también:

1) por la tabla de sus valores o por la regla de cálculo de 
la tabla;

2) por una gráfica.
6.3. Suma, producto, diferencia y cociente de dos fun

ciones.
Las funciones /  (x) y g (x) se llaman iguales en la parte 

común de su campo de definición F (/) fl D (g), si /  (x) =  
— g (*) para todos x 6 D (f) f| D (g).

La función S (x) que se representa por las condiciones:
1) El campo de definición de la función S (2) (si no hay 

restricción especial) es parte común de los conjuntos D (/) 
y D (g), es decir,

D ( S ) = D ( f ) ( )  D (g).
2) El valor de la función S (x) en cada punto z0 € D (S) 

se calcula como la suma de ios valores de las funciones /  (x) 
y g (x) en el punto x0;

S  (xo) =  /  (*o) +  e  (**),
se llama suma de dos funciones f  (x) y g (x), definidas en el 
conjunto de los valores de la variable independiente D (/) 
y D (g) respectivamente.

Análogamente se define la diferencia, el producto y el 
cociente de dos funciones, además el cociente de dos funcio
nes

/(*)
8 (*)

está definido sólo para aquellos valores x £ D (/) fl D (g)f 
para los cuales la función g (a:) no se anula.

6.4. Función compuesta (superposición de funciones). 
Sea y = /(x )u n a  función numérica con un campo de defini
ción D (/) y una región de cambio (conjunto de valores) E (/), 
y z =  g (y)t una función numérica, representada en el 
conjunto E (/) o en cierto subconjunlo suyo, con una región
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de cambio E (g). La correspondencia que asigna a cada 
número dado x del conjunto D (/) un solo número y del con
junto E (/), y al número y un número solo z del conjunto 
E (g), se llama función compuesta (o superposición de las 
funciones y =  / (z) y z — g (y)) y se escribe:

2 =  8 (/ (*)).
La mayoría de las funciones que se estudian en las mate

máticos elementales y en el análisis matemático pueden ser 
consideradas como funciones compuestas.
Por ejemplo, la función

z^=Y x — 1

puedo ser representada como una superposición de dos fun
ciones:
y =  /  (x) se llama part si

y =  Y x  , z - - y  — í.

6.5, Funciones pares e impares. La función numérica 
y ~ f ( x )  se llama par, si

í) el campo de definición de la función es simétrico res
pecto al punto 0 del eje numérico (es decir, si el punto x0 
pertenece al campo de definición de la función);

2) para cualquier valor de una variable independiente, 
perteneciente al campo de definición de la función, se cum
ple la igualdad

/  (*) -  /  {—4 -
La función numérica y = }  (x) se llama impar, si 

- 1) el campo de definición de una función es simétrico 
respecto al punto O del eje numérico (es decir, si el punto x0 
pertenece al campo de definición de la función, entonces el 
punto — pertenece también al campo de definición de la 
función);

2) para cualquier valor de una variable independiente, 
perteneciente al campo de definición de una función, se 
cumple la igualdad
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La gráfica de una función par es simétrica respecto al 
oje de coordenadas, y  la gráfica de una función impar es si
métrica respecto al origen de coordenadas, es decir, es 
simétrica central.

Propiedades de funciones pares e impares:
1) la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun

ciones pares es una función par,
2) la suma y diferencia de las funciones impares es una 

función impar, y el producto y cociente es una función par.
La demostración de la paridad (o imparidad) de una fun

ción y =  /  (x) se efectúa de la manera siguiente. Se aclara la 
simetría del campo de definición de la función y =  f (x) 
respecto al punto O del eje numérico. Si el campo de defini
ción de la función no es simétrico respecto al punto O, enton
ces la función no es ni par, ni impar. Si el campo de defini
ción de la función es simétrico respecto al punto O, enton
ces pasan a la verificación de la validez de las igualdades

/( ■ * ) = /  (—■*)> 
/<*> =  - /  (-* )• (2)

Si se cumple la primera de las igualdades (2), entonces la 
función /  (x) es par; si se cumple la segunda, la función os 
impar. Si no se cumple ninguna de las igualdades expuestas 
aquí, entonces la función no es ni par ni impar.

Ejemplos. 1. La función /  (x) =  no es par y no es
impar, puesto que su campo do definición no es simétrico res
pecto al punto O (en el punto x =  1 la función está deter
minada, y en el punto x =  — 1 no está determinada).

i _
2. La función /  (x) =  tiene un campo de defini

ción simétrica respecto al punto O, pero no es ni par ni im
par, de lo que os fácil convencerse basándose en los cálculos 
siguientes:

/ / «v (—*)* +  (—*) _  —* . _ — x
' í  '  —x ~  — J x >

( — *)» +  ( — *) __ X*—  X _  —  x
—  X —  X X
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No os difícil observar que
/ ( - * ) # / ( * )  y - / ( - * ) = * / < * ) .

3. La función /  (z) =  tiene un campo simétrico de de
finición respecto al punto O del eje numérico y satisface la 
primera de las igualdades (2);

/ (  — *) =  =  j:*— j =  /  (x)-

Por consiguiente, la función /  {#) — -  es una función
par.

6.6» Funciones periódicas. La función í{x) se Jlama pe
riódico con el periodo T (T es cierto número real, distinto 
de cero), si

1) para cualquier valor del argumento x del campo de de
finición de la función los valores x +  T y x — T pertenecen 
también al campo de definición de la función;

2) para cualquier x del campo de definición de la función
/<*) =  / ( *  +  T) o f(x)  - / ( * -  21).

Por período de una función so suele entender el mínimo de 
todos los períodos positivos (si tal período existe). En este 
caso todos los períodos de las funciones son múltiples de su 
mínimo período:

T -  * r Df
donde T0 es el mínimo período positivo de una función, 
y i  es un número entero, distinto de cero.

Existen funciones periódicas que no tienen un período 
mínimo positivo. La función do Dirichlct, definida por las 
condiciones

_ , v i 0, si x es racional,D (x) =  \
1 1, si x es irracional,

es un ejemplo de tal función.
La demostración de la periodicidad (o no periodicidad) 

de una función consiste en hallar su período (o en demostrar 
que no existe el numero 7\ quesatisface las condiciones 1), 2)).

Ejemplos. 1. Hallar el período mínimo de la función 
/  (a:) — sen {ax b ó)» donde a-5̂  0.
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Resolviendo la ecuación sen (ax +  b) =  sen [a (x +  
+  T) +  61 respecto al valor T% obtendremos

T = —~ ^  - 2 x - 2 - ~  , ftgZ; (3)

» 6 Z . (4)

El valor r  que se deíine por la fórmula (3) no satisface la 
definición de período, puesto que T es una función des. 
De la fórmula (4) hallamos que el mínimo período positivo 
de la función sen (ax +  b) es el número 2it/ | a |.
2. Demostrar la no periodicidad de la función /  (x) =  
=  sen (x2).

Supongamos que existe un número T 0 tal, que 
sen (x2) =  sen (x +  T)2 para cualquier x. Sin embargo, resol
viendo esta ecuación respecto al valor T , obtenemos que T 
depende de x, y, por consiguiente, la función es no periódica.

6.7, Funciones acotadas. La función /(x) se llama aco
tada superiormente, si existe tal número Af, que para todos 
los valores do! argumento del campo de definición de una 
función se cumple la desigualdad f ( x )^  Af, y acotada in
feriormente, si existe tal número ro, que para todos los 
valores del argumento del campo de definición de una fun
ción so cumple la desigualdad /  (x)5* ni.

Una función acotada superior e inferiormente se llama 
simplemente acotada.

Ejemplos. 1. La función x2 es, por ejemplo, acotada in
feriormente por el número 0 y no acotada superiormente.

2, La función — Y  x es> por ejemplo, acotada superior
mente por el número 1 y no acotada inferiormente.

3. La función sen x es, por ejemplo, acotada superior
mente por el número 1, e inferiormente por el número —t.

Ejemplos de funciones no acotadas:
f(x) =  x¡i, f (x) =  tg X,

6.8. Funciones monótonas. Sea la función /  (x) definida 
en cierto intervalo (a; fe).

La función /  (x) se llama creciente en el intervalo (a; b), 
si para cualquier par de valores xx 6 (a; b), x2 6 (a\ b) de la 
desigualdad xv >  x2 se deduce la desigualdad /  (xj) >  / (x2),
2 8 - 0 1 4 7 7
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es decir, a un valor mayor del argumento le corresponde un 
valor mayor de la función. Si de la desigualdad xx >  x2 se 
deduce la desigualdad / (xA) ^  /  (x,2), entonces la función se 
llama no decreciente.

La función / (x) se llama decreciente en el intervalo (a; b), 
si para cualquier par de valores x1 6 {a; ó), x26 (a; &) de la 
desigualdad xL > x 3se dedúcela desigualdad/  (x2) <  f (x*), es 
decir, a un valor mayor del argumento le corresponde un valor 
menor de la función. Si deja desigualdad xx >  x2 se deduce 
la desigualdad /  (xt)s^ /  (x2), entonces la función se llama 
no creciente. Las funciones crecientes y decrecientes se 
llaman funciones monótonas.

Puede suceder que la función /  (x) no es monótona en todo 
el campo de su definición, sin embargo para una partición 
conveniente del campo de definición de la función en 
cierto (posiblemente, infinito) número de intervalos, que no 
se intersecan, resulta que la función es monótona en cada 
uno de esros intervalos (en unos es decreciente, en otros es 
creciente). Tales intervalos se llaman intervalos de monoto
nía de una función.

Ejemplos. 1. La función y =  x2, definida en todo el eje 
numérico, en el intervalo (—oo; 0) decrece, y en el interva
lo 10; +ao) crece.

2. Demostrar la monotonía de la función /  (x) =  |Ax. El 
campo de definición de la función es el intervalo (0; +oo).

Examinemos la diferencia

/ ( * . ) - / ( *
donde y xt son los valoros del argumento del campo de de
finición de la función y x, >  xa. La diferencia Y xi — Y  x* 86 
puede representar en la forma

i r -  (y/* i— (Y ~x+Y~i) *i—*«
Xl- y x 2-  V T1 + YTt Y¿¡'+ Y ~ i'

Puesto que xt >  xa y Y xi +  V xi >  0, entoncos Y xi ~  
—Y x i > 0  y, por consiguiente, la función /  (x) =  Y X es 
creciente.

Condición suficiente de monotonía de una función. Sea la 
función /  (x) definita y diferenciable en el intervalo abierto
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(a; fe). Para oí creciinionio de la función /  (;r) en el interva
lo (a; fe) es suficiente que la derivada de ia función dada sea 
positiva para todos x ¿ (a; b), y para el decrecimiento de la 
función es suficiente que la derivada sea negativa para 
todos x € (a; fe).

La condición de monotonía formulada no es necesaria, 
pues se puede citar aquí ejemplos de funciones monótonas, 
cuya derivada se anula en un número finito (y hasta infinito) 
de los puntos del intervalo {a; fe). Un ejemplo simple de tal 
función es la función

/  (x) =  X3.
Ella crece para todos x f  R y tiene una derivada, igual 

a cero en el punto O.
6.9. Funciones recíprocamente inversas. Sea y ** f(ar) 

una función numérica con un campo de definición D {/) 
y «na región de cambio (conjunto de valores) E (/). Más 
adelante, para hacerlo más simple, supongamos que los con
juntos D (/) y E (/) representan ciertos ¡Hiérvalos.

Elijamos un valor y 0 del conjunto de valores de la fun
ción E {/); entonces en el conjunto D (}) obligatoriamente se 
halla por lo menos un valor x =  x0 tal, que

/  <*o) =  Vo-
Examinemos las funciones, las cuales a cada valor y0 de 

la región do cambio de la función le corresponde un solo va
lor xn del campo de la definición de la función. La corres
pondencia que asigna a cada número dado del conjunto 
E {/) un solo número x̂  del conjunto D (/) se llama función 
inversa a la función /, y se designan con el símbolo /~l;

x  -= / -1 (y)-
No toda función tiene función inversa. Las funciones, 

para las cuales existen funciones inversas se llaman inversi- 
blcs; las funciones / y / ”l se llaman recípracanteare inversas.

Para que la función y =  / (x), definida en el intervalo (a; fr), 
tenga una función inversa, es necesario que sea continua *) y monó
tona (creciente o decreciente) en este intervalo. Entonces la función /~l 
también será monótona y continua on el conjunto de valores do la 
función / (x).

*) Sobre la continuidad de una función véase p, 0.1.
28*
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Puedo sor que en cierto intervalo (a, b) la función es continua, 
pero no es immolona en este intervalo. Parlamos ni intervalo (a; h) 
en intervalos

1̂» 2̂»
de tal manera que en cada uno de estos la función dada sea monótona. 
Entonces en cada uno de los intervalos X1? X 2, X 3l . . .  la función 
dada tendrá una función inversa. Por ejemplo, la función / (x) — x2 
con la región de definición (— oo; +oo) es ininvertible. Partiendo el 
campo de definiciones en dos intervalos (—oo; 0 ) y [0 ; +  oo), es fácil 
convencerse de que en cada uno de estos intervalos la función es con
tinua y monótona, y por eso en cada uno de los intervalos indicados 
para la función dada existe una función inversa. En el intervalo
(—oo; 0 ) tal función será la_función x — — y en el intervalo 
[0; -f  oo), la función x Y  y. (Aquí y juega el papel de la variable

independiente, y x, el papel de la 
variable dependiente). Las gráficas 
de las funciones directa e inversa en 
el intervalo (0 ; -f-oo) se muestran en 
la fig. 8.4

Propiedades de 
nes recíprocamente

las fundo- 
inversas:
- i .

Fig. 8.4.

1) Si la función / -1es inversa 
para la función /, entonces tam
bién la función /  es inversa 
para la función

2) El campo de definición de la función / es la región de 
cambio de la función y la región de cambio de la función 
/  es el campo de definición de la función f~l.

3) Las gráficas de las funciones recíprocamente inversas 
son simétricas con respecto a la bisectriz del primero y tercer 
ángulo de coordenadas del plano de coordenadas Oxy.

§ 7. Límite de una función

7.1. Concepto de límite de una función. Sea f  (x) una 
función numérica con campo de definición D ij). En adelan
te, para mayor sencillez, supongamos que D (/) representa 
cierto intervalo finito o infinito del eje numérico.

De los valores del argumento de la función /  (x) construi
mos una sucesión

2ji 2̂» 3̂* • • •? * (̂ n € D (/), w 6 N), (1)
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qnc converge hacía cierto numero a t el cual, en general, puede 
no pertenecer al campo do definición de la función:

lím x n =  a.
n-f oo

Los valores de la función /  (x) en los puntos

1̂) 2̂» • • *
forman una sucesión de valores de la función f(x):

/  (*i). /  (**)> /  (*s)............ /  <*»), N. (2)
El numero A se llama límite de la función f (o:) para x que 
tiendo a a, si para cualquier sucesión que cojamos (1) con 
límite a, la sucesión que le corresponde de valores de la 
función (2) converge hacia el número A . El hecho de que el 
número A es límite de la función /  (x) para x, que tiende 
hacia a, so escribe como sigue:

lím f(x) - A.
x-*a.

Existe también otra definición equivalente de límite de 
una función:

El número A se llama límite de la función f (x) para x, 
que tiende hacia a, si para cualquier número positivo » se ha
lla tal número positivo ó, que depende de e, que para todos 
x #  a, pertenecientes al campo de definición de la función 
y que satisfacen la desigualdad

| x — a | <  ó, 
se cumple la desigualdad

I f{x) — A | < e
Ejemplos. 1. Demostrar que el límite do la función / (x) =* 

= = Y X para x, que tiende hacia a (a > 0 ) ,  es igual a Y a*
La demostración la realizaremos aplicando la segunda de

finición de límite, es decir, mostraremos que para cualquier 
número e >  O se halla tal número ó >  0 (para cada e, es 
posible el suyo), que para todos .rT pertenecientes al campo 
de definición de la función, de la desigualdad

Jx — a | <  6
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se deduce la desigualdad

\ ] íx  — Y a  |< e ..

La expresión \ Y X — Y a I s® puede reducir a la forma

1V *  -  Y»- I =  |
x — a

Y*-1- Y*
l*—«i

\Y~*+V~* I
i* -« i

Y*+ Ya ‘

Suprimiendo en el denominador de la última fracción el 
sumando no negativo f i y  aumentando de esta manera la 
fracción, obtendremos

| / 7 - / 7 | < S ^ Í Í .  (3)
Va

Luego, al tomar ó — e]/"a, obtenemos, quede la desigualdad

| x — a | <  ó 

se deduce la desigualdad

I*—«1 Ó I*— «I ^
Ya y « Ya

y en vigor de la desigualdad (3)

\Y x  —Y a  (< « •

Así pues, para cualquier 8 >  0 existe tal 5 >  0 (es decir, 
8 =  ¿\f a)i que para los x, que satisfacen la desigualdad 
J x — a | <  8, se cumple la desigualdad | \ íx  — Y  a I <  b. 
Sin embargo, con tal elección 8 puede resultar que no para 
todos los valores rr, que satisfacen la desigualdad ] x — a | <C 
<  6, se cumple la desigualdad | Y x — V*a I <  puesto 
que entre los valores x que satisfacen la desigualdad 
\x  — a | <  6, pueden existir valores, menores que cero, es 
decir, los que no entran en el campo de definición de la 
función í  (x) — Y x .

Eligiendo ahora en calidad de 8 el mínimo de los números 
eY  a y a ,  obtenemos, que para todos los valores x que satis-
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| X — a | <  6,
$o cumplirá la desigualdad

i y T - y T | < e ,

es decir, el número / «  es realmente limito de la función 
1 (*) =  x para x que tiende hacia a.

2. Demostrar que el límite de la función

/(*)
3**—3 
* + l

para x, que tiende hacia — i , es igual a —6. (El campo de de
finición de la función dada: (—oo; —1) |J (—1; -f-oo).)

Demostremos, que para cualquier e >  O existe tal valor 
ó =  6 (e) >  O, que para todos — 1, que satisfacen la 
desigualdad | x +  1 | <  ó, se cumplo la desigualdad

1 3**-3
I 1-6 < e .

Efectivamente, para tenemos
I 3** —3
I *+1

3(«+4)(jt-l) 
x +  1 +

3 +  6 1 — 3|x + 1 1.

Al tomar, por ejemplo, ó =  e/3, obtendremos que de la des
igualdad 1 x -f 1 | <  ó =  e/3 se desprende la desigualdad
3 | x 1 | <  e, o

I 3** —3 
I 3?+ 1

lo que queda completamente demostrado.
3. Demostrar que la función

/  (x) — sen - i

no tiene límite para x que tiende a cero.
Realicemos la demostraciónt utilizando la primera defi

nición de límite. Construyamos dos sucesiones de los valores
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del argumento:
2 2 . 

5n 1 9n 1

_ L7rc ’ tln,

n (1 +4/¿) 
2 (4)

• • "  JT (3+  4»)

Ambas sucesiones convergen hacia el número 0, Las sucesio
nes de los valores de la función

I (x) = sen ~ ,

que corresponden a las sucesiones construidas (4) y tienen 
la forma

1 ; 1 ; 1 ; . . 1 ; . .
—1; —1; —1; . . —1; . . .

Los límites de estas sucesiones serán los nú meros 1 y —1 res
pectivamente*

De esta manera, están construidas (ios sucesiones de los 
valores del argumento de la función

/ (x) ^  sen ~

tales, que las sucesiones respectivas de los valores de la 
función dada tienen distintos límites; por consiguiente, la 
función dada no tiene límite para x , que tiende a cero. 

7*2. Teorema sobre límites de funciones.
1) Si la función /  (a:) tiene límite para x, que tiende ha

cia a, entonces este límite es único.
2) Si las funciones /  (.t ) y g (x ) tienen límites para x % 

que tiende hacia a , entonces las funciones

/ ( * ) ± £ ( x ) ,  /(* )•£ (* ).
también tienen límites para x, <juo tiendo hacia a, además 

< lím [/(*) ± tf(x )] =  l í m / (x) ±  lím g(x),
x —« yc-*a x-+n

lím 1/(ar) •#(*)] lím/(ar)-lím/?(x),

i ' / wlím -77- f  íW

l i in  /  (a )
v—a___
lím g  (x ) '
X-O
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(En el último caso se supono que la función g  (#) no se 
anula en un enlomo suficientemente pequeño del punto 
a y lím g (x) ^  0.)

3) Si para x  qne tiende hacia a, la función f  (x) tiene 
límite, igual a A , y este límite es mayor que cierto número cy 
entonces para los valores bastante aproximados a a, a: y la 
misma función /  (¿) satisface la desigualdad

/  (*) >  c.
Utilizando los teoremas formulados más arriba, halle

mos el límite de la función

/<*) =
/ 1  +  2 J -3

para x , que tiende hacia 4. La aplicación directa del teorema 
sobre el límite del cociente es aquí imposible, puesto que el 
límite do Ja función que se encuentra en el denominador de la 
fracción es, para 4, igual a cero. Por eso, antes de aplicar 
este teorema, realicemos las transformaciones siguientes:

_  ( / i + s r - 3)  ( y t+2¿ - - 3)  _

/ í - 2  ( \ ' x - 2 ) ( Y i + 2 z + 3 )
________ Zx- 8_______________ 2(i — 4)__________

(  y ' í  ~ 2 )  { l rr+ lte-\-  3 )  ( V * - 2 )  ( Y 1 + 2 *  \~3) ~

2(Yx+2)(Y x-~‘¿) .. 2 ( V *  + 2)
( \ ' i - 2 ) ( Y i + 2 * + 3 ) “  V/ l  +  2 x + 3 ‘

El límite de la función que se encuentra en el denomina
dor de la última fracción para x —►- 4 existe y es distinto de 
cero, y el límite de la función que se encuentra en ol numera
dor de la fracción existe también. Por eso para la última 
expresión ya es aplicable el teorema sobre el límite del 
cociente:

lím  
x - 4

W l - 2 * - 3  
Y * - 2

« -  2 ( V * +2) 
x - í  V 1-1-2*+3

lím 2  í \  x -)- 2 )
. X -»4__________
' lira ( | / 1+2* +3) 
*-4
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Utilizando en adelante los teoremas sobre los límites de 
la suma y del producto de las funciones, obtendremos

lím ( 2  j/:r- |- 4 ) 2  lím >/ a:-¡-lírn4
je— 4_________    _  x -»  4____________x -*  4

lím ] / l+ 2 x  + 3 ) lim Y 7 + 2 x  +  lím 3 
x — i  x-+ 4 x -*  4

Teniendo en cuenta ahora que lím Y x =  V a  (« >  0),
x-*a

tenemos
2  lím p^r +  lím 4 , , ,

x > \______ a--»4 _  4 +  4
lím yr1 + 2 * + lím 3  3 +  3
x • 4 x-*4

£
3 •

Así pues,

lím P 1 +  2<ar — 3
V x - 2

4
3 *

Sin embargo observemos, que aquí, al igual que para calcular 
los límites de las sucesiones, ponemos «itcgalmenle» el signo 
de igualdad entre las dos expresiones, las cuales se obtienen 
como resultado de la aplicación del teorema sobre el límite 
del cociente, puesto que la afirmación de que existen límites 
del numerador y del denominador no fue demostrada. Sólo 
más tarde, al aclarar que estos límites existen, argumenlamos 
la validez de la unión de estas dos expresiones por el signo 
de igualdad.

7.3. Condición necesaria y suficiente para que exista el límite 
de una función (criterio de Cauchy). Para que la función / {*), para 
z que tiende hacia a, tenga un Límite, es necesario y suficiente que 
para cualquier e >  0 exista un número positivo 5 (en general, de
pendiente de e) tal, que

1/ <*') -  / (*')| <  e,
cuando 0 <  \x' —  a\ <r ó y 0 <  \xH — a\ c  ó, donde x' y x" son 
puntos del campo de definición de la función /  (x).

7A. Algunos límites básicos.
a x 1 ̂  sen x 41) ln n -------=--l,

x-fj x
2) lím (l +  z)1/x=  <?,

.T-0
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3) lí.n —
*-u *

lna, lím —----   1,
*-o x

4 ) i í m J 2 g - ( í ± f >
1

§ 8. Infinitésimos

8 .1 . Concepto de variable infinitamente pequeña. Una función 
numérica / (x) se llama Junción infinitamente pequeña (<i infinitésimo), 
si cuando x tiende hacia a, el límite de la función / (x) existe y es 
igual a cero.

Con otras palabras, la función / íx) se llama infinitamente pequeña 
cuando x tiende hacia a, si para cualquier número e <  0  se halla tal
número positivo ó, dependiente de e, que para todos x a, pertene
cientes al campo de definición de la función y que satisfacen a la 
desigualdad

Subrayemos, que el infinitésimo se debe comprender como una 
variable, la cual en el proceso de cambio (para x a) se hace menor 
que el número arbitrario e. Por eso, por ejemplo, la afirmación de que 
«una millonésima es una variable infinitamente pequeña» es errónea: 
no tiene sentido decir que un número es infinitamente pequeño.

Ejemplos de Infinitésimos:
f (x) =  x* para x, tendiente a cero;
f (x) =  eos x para x, tendiente a ni2 ;
/  (x) =  In x para x, tendiente a la unidad.

8.2. Comparación de los Infinitésimos. Los ejemplos citados de 
distintos infinitésimos nos llevan a la idea de, si unos infinitésimos 
no tenderán a cero «mas rápidamente» que otros. Ante todo, tenemos 
que determinar que debe entenderse por la palabra «más rápidamente», 
es decir, cómo comparar dos infinitésimos.

Dos infinitésimos a (x) y P (x) para x, aue tiende hacia a, se com
paran de la manera siguiente. Examinemos la razón de estas variables

(en este caso se supone que la variable que se encuentra en el deno
minador de la fracción es distinta de cero, por lo menos, para los 
valores x, bastante aproximados al número a) y cualculemos el limite

\x — a\ <  Ó,
se cumple la desigualdad

1/ (x)| <  e.

PM
a(x)
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do i;i razón
PU)
« w

para x. qiio Licndc hacia a.
tiene un límite distinto do1) Si la razón a (x) cero para x, que

tiende hacia a, entonces los infinitésimos a (x) y {5 <x) se consideran 
del mismo orden.

2) Si la razón resalla ser ella misma un infinitésimo para x, a (¿r) r
que lienilc hacia a, entonces el infinitésimo 0 (x) se considera de orden 
superior en comparación con el infinitésimo a (x), y el infinitésimo 
a (x) se considera de orden inferior en comparación con la variable 6 (x).

Por ejemplo, para x que tiendo a cero serán infinitésimos de un 
mismo orden los siguientes pares de funciones:

a(x) — x, £(*)— / l + x - 1 ;  
a  (x) — x, P (x) =  sen x.

Para x, que tiende a cero, el infinitésimo 0 (x) — t — eos x será un 
infinitésimo do orden superior cu comparación con el infinitésimo 
a (x) =  x, puesto que?

xo j \ m 2 sen* —
lim i i £ l  =  lím 1 -™ » *  -- l ím _____ L  =

a(x) *—[} x x-0 X

sen2 ~
]ím---- .——

X  * l)
2

xsen — ^
lím ---------- lím sen —
x-0 x-0 *

2

1-0 =  0 .

3) Si para x, que tiende hacia a% el límite de la razón ÍW ,-— no a  (x)
existe, y el límite de la razón ¡r4~T0S igual a cero, entonces el infinité-p (*)
simo fc (x) so considera de orden superior en comparación con la va
riable p (x).

4) Si para i, que tiende hacia a, ninguna de las dos razones

«(*) P(*)
P  ( * )  ’ a  (*>

no tiene límite, entonces los infinitésimos a  (x) y p (x) se consideran 
incomparables entre sí. I

Por ejemplo, los infinitésimos a  (x) =  x y P (x) =  x sen —x
para x, que tiende a cero, son incomparables entre sí.
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E l in f in ité s im o  de urden  su p er io r  co n  r e sp e c to  ni in f in ité s im o  
a  (r ) su e le  designarse* co n  e l s ím b o lo  o (g¿).

El infinitésimo f> (.r) se llama inJinUésunn de k-ésinnt orden con 
r e sp e c to  a la variable a  (ji), si Jas variables fi (,r) y a  (*) son del mismo 
o r d en .

Por e je m p lo , para x, q u e  t ie n d e  a cero , e l  in f in ité s im o  p (x) == 
— 4 — e o s  x  co n  r e sp e c to  a l in f in ité s im o  a (jt) — x será  un in f in i t é '  
s im o  de se g u n d o  o rd en , p u e s to  q u e

lím
A-mi

1 — eos X 
í 2

1_t) •

§ 9. Continuidad de las funciones

9.1. Concepto de continuidad de una función. Con el
concepto de límite está estrechamente relacionado otro con
cepto importante del análisis matemático, el concepto de 
continuidad de una función.

Examinemos una función /  (x), definida en cierto inter
valo. Sea x0 cierto punto de este intervalo, en el cual la 
función tiene un valor bastante definido / (x0).

Cuando formulamos el concepto de limite de una función

lím /(x)
X-*-3C*

se subrayaba, que el número x0 puede no pertenecer al campo 
de definición do la función /  (x) (véase p. 7.1), y si es que 
el número x0 pertenece al campo de definición, el valor de la 
función en esto punto no nos interesaba para el estudio del 
límite.

Sin embargo, representa un gran interés precisamente el 
caso, cuando

lím /(* ) =  /  (x0). (1)
X-+Xt>

Se dice que la función /  (x) es continua en el punto x0, si 
se cumple la igualdad (1); si la igualdad (1) no se cumple, 
entonces se dice que en oí punto xiy la función tiene discon
tinuidad.

De esta manera, la aclaración del problema sobre la con
tinuidad de la función /  (x) en cualquier punto x0, pertene
ciente al campo de definición de la función, so reduce a cal-
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ciliar el límite de la función en el punto x„

lím f (x)
.V-Xfl

y a verificar la validez de la igualdad (1).
Si la función /  (x) está definida en el intervalo (a; b) 

y es continua en cada punto del intervalo, entonces .se dice 
que la función es continua en este intervalo.

9.2. Teoremas fundamentales sobre las funciones conti
nuas.

1) Si las funciones /  (x) y g (x) están definidas en el in
tervalo (a; b) y son continuas en el punto x 0 £ {a; b)y en
tonces en este punto las funciones

/(* ) +  «(*), /(* )•* (* ), 5-

también son continuas (la última función es continua 
a condición de que g (x0) =7̂  0).

2) Si la función y — /  (x) es continua en el punto x0, 
y la función g (y) es continua on el punto y 0 — /  (x0), enton
ces también la función compuesta g (I (x)) es continua en el 
punto xy.

3) Primer teorema de Bolzano — Cauchy. Si la función 
/  (x) está dada en el intervalo la; b] y es continua en el inter
valo (a; ó), y si en los extremos del intervalo los valores de 
la función /  (a) y /  (b) tienen Jos signos distintos, entonces 
entre a y b existe (por lo menos uno) tal valor x0, para el 
cual /  (x) se anula:

/ W =  0 (x« 6 (a; ó)).

El teorema de Bolzano — Cauchy halla una aplicación 
bastante inesperada para la solución de las ecuaciones alge
braicas, que permite, precisamente, demostrar que cualquier 
ecuación algebraica de potencia impar con coeficientes rea
les

a**:7* | a^"-1 |- . . . -f an. +  au =  0
tiene por lo menos una raíz real.

Para los valores x, suficientemente grandes por su valor 
absoluto, el polinomio que se encuentra en el primer miem-
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bro de la ecuación tiene el signo del término mayor, os decir, 
para z >  0, el signo a0, y para x <  0, el signo contrario. 
Puesto que un polinomio es una función continua en lodo el 
conjunto de números reales, entonces, según el teorema de 
Bolzano — Cauchy, obligatoriamente se halla tal punto zft, 
en el cual este polinomio se anula, y, por consiguiente, la 
ecuación algebraica se reduce a una identidad.

4) Primer teorema de Welerstrass. Si Ja función j  (x) 
está definida y es continua en el intervalo (a; ó], entonces 
es acotada en este intervalo, es decir, existen tales dos 
números m y M, que para cualquier x € [«'. óJ tiene lugar la 
desigualdad

m ̂  /  (z) ̂  M .
9.3. Continuidad de las funciones elementales. Utilizan

do la definición de continuidad de la función en un punto, es 
fácil demostrar que las funciones /  (z) =  c y /  (z) =  x son 
continuas en cualquier punto del eje numérico. De la conti
nuidad de estas funciones según el teorema 1} se deduce la 
continuidad de una función racional entera

/  (z) =  doz" -r «iZn +  . . . +  a«_,z f  an

y la continuidad de una función racioual para todos los valo
res z que no anulan el denominador

/ (•*-'1 =  aoa,n +  a i J " -1 -1- • • • +  a n -i J  +  a n
V ” +  V " '1 +  • • • ‘

De la definición de continuidad (1) se puede deducir la 
continuidad de las funciones son z y eos z. De la continuidad 
de estas funciones en vigor del teorema 1) se desprende que 
las funciones tg z, ctg z, sec z y cosec x también son conti
nuas para todos los valores del argumento, pertenecientes al 
campo de definición de las funciones.

La continuidad de las funciones trigonométricas inversas 
se deduce de las propiedades de las funciones inversas (véase 
p. 6.9).

La función potencial z®, la función exponencial a* y la 
función logarítmica logaz  son continuas en el campo de su 
definición.



CAPÍTULO 9

Elementos del cálculo integral 
y diferencial

§ 1. Derivada

1.1.Concepto de la derivada. Sea /(x) cierta función, 
definida en el intervalo {a; b), y x0 cierto punto fijo de este 
intervalo. Tomemos un punto arbitrario x del intervalo 
(a; ó) y hagamos una diferencia

X Xq,

La diferencia x — x0 se llama incremento del argumento de la 
función /  (x) y se designa Ax:

x — Xq =  Ax. (1)
La diferencia entre el valor de la función en el punto 

x — x0 +  Ax y el valor de la función en el punto x0:
/  (i* +  Al) — /  {*„), (2)

se llama incremento de la función f (x) en el punto x0. El 
incremento de la función /  (x) en el punto x0 se designa 
A/ (*„):

/  (xft +  Ax) — /  (*0) =  A/ (x0).
Puesto que el punto x0 se considera fijo, el incremento de 

la función A/  (x0) será la función del incremento del ar
gumento Ax.

Se llama derivada de una función / (x) en el punto x0 al 
limite de la razón entre el incremento de la función A/  (x0) 
y el incremento de la variable independiente Ax para Ax 
que tiende a cero:

l ' L /(*.-(-A*) — /(*<,)
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S¡ este límite existe, entonces se dice que la función 
/  (x) tiene una derivada en el punto xft o que la función /  (x) 
es díjerenciable en el punto x0.

La derivada de la función en ol punto xu se designa

/' (*«> ó ó r  (*)!*=*„•

De esta manera,

/ ' (* „ ) -  )ím
Ax-0

Se dice que la función /  (x) es díjerenciable en el intervalo 
(a; b), si es diferenciable en cada punto de este intervalo. 
La derivada para el valor dado 
x =  x0 (si existe) es un número 
definido; si la derivada existe en 
lodo el intervalo (a: b), es decir, 
en cada punto del intervalo 
(a, ó), entonces ella misma es 
función de x .

1.2. Ecuación de la tangente 
a la gráfica de una función, 
representada en forma explícita.
Sea /  (x) cierta función, diferen
ciable en el punto x0; (x0; y0 =
=  /  (x0)) son las coordenadas del punto que pertenece a 
la gráfica de la función y =  /  (x). En el sistema de coor
denadas cartesianas rectangulares Oxy la ecuación de la 
tangente a la gráfica de ¡a función y =  /  (x) que pasa por 
el punto (x0; y 0) tiene la forma

y — .Vo =  /' (*») (* =  ¿o)-
El valor de la derivada /' (x) en el punto x0 es igual a la 
tangente del ángulo de inclinación de vina tangente (fir. 9.1): 

í . 3. Sentido físico de la derivada. Supongamos que un 
punto material se mueve por una recta bajo la acción de cier
tas fuerzas. Elegimos un momento cualquiera de tiempo t0 
y examinemos el intervalo de tiempo A/ desde el momento /0 
basta el momento

t =  ¿o 4“ At-
2 9 - 0 1 4 7 7
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Durante este intervalo de tiempo el punto liará un recorrido 
que designaremos AS (¿0). Según una conocida definición de 
física, la razón

±S(tn)
A t

es la velocidad media del movimiento del punto en un tiempo 
igual a A/. Examinemos los intervalos At cada vez más pe
queños, tendiendo At hacia cero. El límite de la razón

lím
o At

es la velocidad momentánea del punto en el momento de 
tiempo ¿o-

1.4. Teoremas de las derivadas.
1) Si la función /  (x) os difcrcnciable en el punto x01 

entonces y  la función c- j  (a;) (c es constante) también es di
ferenciaba en el punto x0, adornas

es decir, el factor constante se puede sacar del signo de la 
derivada.

2) Si las funciones /  (x) y g (x) son diferonciables en el 
punto x0t entonces también las funciones /  (x) +  g (x) 
y /  (x) — g (x) son diferenciablcs en este punto, además

(f(*)±e(x)y*=x.= r ( s o ) ± g ' { * o ) ,
es decir, 1» derivada do la suma (diferencia) de dos funcio
nes es igual a la suma (diferencia) de sus derivadas.

3) Si las funciones /  (x) y g (x) son diferenciables en el
punto x0, entonces las funciones /  (x)-g (z) y también 
son diferenciables en este punto, además

(/ (z) • g (x));=x, =  /' (*0)-g (z0) +  /  (x„)-g' (z0),

/ /(*) Y (' (*«)•« (*«)—/(*#)•«' {*«) /_ /_ \ av
17(7r) ® ---------- ? t e -----------<*•> ^  0) •

4) Si la función y — /  (z) es diferenciable en el punto x0, 
y la función z — g (y) es diferenciable en el punto y 0 =
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“  /  (x0), entonces la función compuesta

* =  *(/<*)>
también es diferenciable en el punto x 0, además

donde los indices y y x de las derivadas indican por qué ar
gumento se calculan las derivadas.

5) Sea que ia función y =  /  (x) satisface las condiciones 
de existencia de la función inversa y en el punto x0 tiene 
una derivada finita, distinta de cero. Entonces la función 
inversa x =  f~l (y) en el punto correspondiente t/0 — / 0*o) 
también tiene la derivada. Las derivadas de dos funciones 
recíprocamente inversas están relacionadas por la igualdad

1.5. Cálculo de las derivadas de las funciones elemen
tales» Aplicando la definición de una derivada, se puede de
mostrar que la derivada de la función /  (x) — c (c es constan
te) es igual a 0, y la derivada de la función /  (x) x es 
igual a la unidad.

Calculemos la derivada de la función } (x) »  sen x. Sea 
x a un punto arbitrario de una recta numérica. Hagamos el 
incremento de la función

La diferencia, que se encuentra en el segundo miembro de la 
igualdad la escribimos en forma del producto

Asen x0 - sen (x0 -J- Ax) — son x0.

sen (x0 -{- Ax) — sen x0 - 2 eos ^xQ -f- 4r") sen -̂ 7 

Según la definición de la derivada

Ax 4
2
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Eli vigor de la continuidad de la función eos x

l í m  eos (o;0- |- 4 r )  — cosx0. 
a*™o ' ¿ >

Empleando ol límite 1) p. 1A del capítulo 8, obtenernos

De esta manera,

lím
Ax-*-U

son •Ax

Ax =  1.

2

(sen xYx=Xé̂ cosx0.
Puesto que ol punto x 0 es un punto arbitrario dol eje numé
rico, se escribe

(sen x)' =  cosx.
Calculemos la derivada de la función exponencial /  (x) =  

— ax en el punto x =  0. Escribamos el incremento do la 
función en el punto x — 0:

— a° =  aAx — 1.
Según la definición de la derivada

(a*)Uo= HmAx-̂ 0
1

Ax

Basándose en la fórmula 3) p. 7A  del capítulo 8, tenemos
i S (llim —

Ax — 1
A.x-*U Ax in a.

Así, obtenemos
(a*)i=o =  «•

La derivada de la función /  (x) =  ax en todos los demás 
puntos del eje numérico se calcula de la manera s i g u i e n t e :

(a*)' lím
A,v-» 0

ax + * * - ax
Ax lím

Ax-*0

ax (aAx 1)

Puesto que el factor ax que se encuentra bajo el signo de l í 
mite no depende de Ax, el último límite se puede escribir
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en forma

lím
A x-0

a*  (aAx — 1) 
Áx ~~=• a* lím

A x-0

aA*~-1
A* — a* Ina.

Así, definitivamente obtenemos
(ax )f =  ax In a.

La regla para calcular la derivada de la función exponen
cial permite dar una definición del número e (véase p. 2.4 
del capítulo 8). La base de la función exponencial, cuya de
rivada es igual a la misma función:

(**r =  «*,
se llama número e.

Conociendo, que la derivada de la función /  (x) =* sen x 
es igual a eos x, mediante los teoremas do las derivadas se 
pueden calcular las derivadas de las funciones

/  (z) =  eosx , /  (x ) — t g i ,  /  (x) =  ctgx.

Por ejemplo, la derivada de la función /  (x) ™ eos x se calcu
la de la manera siguiente: representemos la función eos x en 
la forma

cosx =  sen ^ — x) ; 

entonces según el teorema 4) p.1.4 leñemos

(eos*)'=  (sen ( y - * ) )  =

=  eos -̂2— x'j • (-2— x'j =  —eos (-2— x'j — —sen x.

Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas 
/  (x) =  aresen x, /  (x) == árceos x, f (x) =  arctg x y f (x) =  
=  arcctg x se calculan mediante el teorema 5) p. 1.4. Por 
ejemplo, la derivada de la función /  {x) =  aresen x se calcula 
de la manera siguiente: para la función y -  aresen x la fun
ción inversa será x -= sen y; según el teorema de la derivada 
de una función inversa tenemos

1 l _______ i
(sen //)' eos y “  eos faresen x) ‘(aresen x)'
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Puesto que eos (aresen x) «= Y'l — x‘2, entonces 

(mesen x)' — ~^====.

Conociendo la derivada de la función exponencial (a*)' =  
=  ax ln a , mediante el teorema ñ)p, 1*4 se puede calcular la 
derivada de la función logarítmica /  (x) — logax:

La derivada de la función potencial / (x) - = xa se puede 
calcular como una derivada de la rum ión compuesta, si roprc- 
sentamos la función xa en la forma

Xa ~  ea ln *

Según la regla del cálculo de la derivada de una función 
compuesta

(i«)' =  (<!*111 -v) ' -= e" ln * {a ln x)' =  ln * • a • ̂  =
A

-  Ia-a — = axa- ‘.
X

Las derivadas de ciertas funciones simples se dan en la 
tabla siguiente:

1) /(•r) /' (a ) -  0:
2) /(* ) -  X", /' (i) = ax0-1;
3) f(x) — r (x) =  a*ln a;

/<*) r li

4) H*) loga X

/(*)■ lnx, II

5) /(*) -- son x, /' (.t) -- eos x:
6) /(*)■=  cosx, /' (x) =  —sen,

7) /<*) ~ t g s , / (*)=  ^ 7  ’
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8) /(x ) =  ctgx, /'(x) = sen* x

9) /  (x) — «rosen x, f  (x)
vr -

10) /  (x) == árceos x,  /' (x) = ---- ---— ■■■■ ;

11) /  (x) -  arctg x, /' (x) =  ;

12) / (x) =-•> arcctg x, / '< * ) -  — - q q r .

1-6. Derivadas de orden superior. Sea que la función 
/  (x) es diferenciable en c] intervalo a: b). La derivada de 
la función dada /' (x) representa una función del argumento x 
Elijamos cierto puntoso 6 (a; b) y hagamos el incremento de) 
argumento =  x — x 0 y el incremento de la función 
f  (x) en el punto

A/' (x0) =  /' (x„ +  Ax) — /' <x„).
Examinemos el límite

lím — y  (jp)

Si este límite existe, entonces se dice que la función /  (x) 
tiene una derivada de segundo orden (o una derivada segunda) 
en el punto La derivada del segundo orden de la función 
/  (#] en el punto se designa

/ ' W  6 ó / ' ( * ) |^ „ .
Do esta manera,

r w - A*-*0
Luego, si para la función /* (x) en cierto punto x„ existe 

un límite
ím r ^ + ¿ * ) - r M
-o &r

entonces se dice que la función /  (x) tiene una derivada «le 
tercer orden (o la derivada tercera) en el punto xq:
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/"{*(>)= KmAi-* 0
<*n>

Análogamente se definen las derivadas de cuarto, quinto, 
ele. orden. La* derivada de n-csímo orden de la función 
/ (a:) suele designarse.

1"" (*) o S

Las fórmulas del cálculo de la derivada de n-ósirno orden 
de la suma y del producto de dos funciones / (x) y g (x)son:

a  ±  ?)‘”> -  / w  ±  g<n\
{f .g)W =. c,',/<"> • ffW -)- Cl ■ +
+  . . .  +  c r ' f ' -I- C 2 W » )=

=  St—0
En la última fórmula mediante / (0> y £<0) se designan las 
funciones /  (x) y g (x) respectivamente, 6'* es el número de 
combinaciones de n elementos por i elementos (coeficientes 
binomiales).

§ 2. Función primitiva. Integral indefinida

2.1, Concepto de función primitiva y de integral indefi
nida. Si un punto material se mueve por una recta, sin cam
biar la dirección de su movimiento, y la distancia, recorrida 
por el punto, es una función conocida del tiempo S (£), en
tonces la velocidad momentánea del punto se calcula como 
una derivada del camino recorrido:

» -  (0-
Sea que ahora conocemos la ley del cambio de ia veloci

dad del punto, es decir, está dada la función v (¿) V es nece
sario hallar la distancia recorrida por el punto material en 
cierto período de tiempo í \  Para resolver este problema, es 
necesario por la derivada conocida (en nuestro caso la velo
cidad v (¿)) reconstruir la misma función (en nuestro caso 
5  (t)).
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La reconstrucción de una función a partir de su derivada 
conocida es uno de los principales problemas del cálculo inte
gral. Este problema es inverso al problema fundamental del 
cálculo diferencial, el cual consiste en hallar la derivada de 
la función dada.

La función F (x) se llama función primitiva para la fun
ción /  (x) en el intervalo dado del eje numérico, si para todos 
los valores x de este intervalo la función /  (x) es la derivada 
de la función F (x):

F' (x) =  /  (*) (1)
Propiedad principal de las primitivas: sí la función F (x) 

es una función primitiva de la función /  {x), entonces tam
bién la función F (x) C , donde C es una constante cual
quiera, es una primitiva de la función /  (x). A la inversa, 
si F (x) es cierta primitiva de la función /  (x), entonces cual
quier primitiva do la función /  (x) puede ser escrita en la 
forma

¥  <*) +  C9

donde C es cierta constante.
De esta manera, para hallar todas las primitivas de la 

función dada /  (x), es suficiente hallar sólo una primitiva 
F (x); todas las demás primitivas se obtienen de la primitiva 
hallada mediante la adición de sumandos constantes.

La expresión F (x) +  C donde C es una constante arbi
traria, representa la forma general de la función, la cual 
tiene la derivada / (x). Esta expresión se llama integral inde
finida de la función /  (x) y se escribe

F (x) +  C — j  /  (x) dx.

El producto /  (x) dx se llama expresión subintegral, y /  (x) 
se llama función subintegral.

La obtención de un conjunto de todas las primitivas de 
la función /  (x) se llama integración de esta función.

Aplicando la fórmula (1), de la tabla p. 1.5 se puede ob
tener la siguiente tabla de integrales:

1) jo .d x  =  C;

2) J l-d z  =  * +  C;
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3) =  -f-C (a #  — 1);

4) j - i  dx ■— ln|x | +C;

5) J i T i r <**“ arelí* +  c,;

6) j  y l .__= dx =  arcsen x -f C;

7 >

8)  ̂sen xdx — —eos x ( C;

9) l eos xdx — sen x -f- C;J

10)

41> Í ¡ d b íx = = - Cte * + C-
2.2. Reglas y métodos más simples de integración.
1) Sea F* (x) una derivada de la función F (x). Según la 

definición de la integral indefinida

j  F9 (x) d x = F  (x) +  C.

2) El factor consiento se puede sacar del signo de la in
tegral:

 ̂c • /  (x) dx =  c ♦  ̂/  (x) dx.

3) La integral de la suma de dos funciones es igual a 
la suma de las integrales de los sumandos:

$ |/ ( * )± £ ( * ) ) d * =  j /(* )  d x ± [j? (* )d x .

4) Si la función F (x) es la primitiva de la función /  (x)i 
entonces la primitiva de la función /  (ax -|- b) será la función
j  F (ax f  l>).
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Ejemplos. 1. Calcular la integral indefinida 

J (6x3 -}-x — 1) dx.

Según las reglas 2), 3) la integral indefinida 

ij (Üx3 +  x — 1) dx

puedo representarse en forma de la suma de las intégralos: 

j  (Kx1 t- x — 1) dx — G  ̂x3 dx -(- J x dx —  ̂1 • dx.

Aplicando la fórmula 3) de la tabla de las integrales inde
finidas, obtendremos

j  (I3x3 -|-x — l)r fx = -~ x * +  |- x 9 —x-j-C.
o Integrar la función 

/ (*) = T T
Representemos la función dada /  (x) en la forma

3 —
Y x

X X
\  X “  * 1/*

x'P
xl/3 X2 / 3  — a: i/6-

Aplicando las reglas 2), 3) y Ja fórmula 3) do la labia do 
los integrales indefinidos, ubLcntiremos

jj X  ̂ d x  —  ̂ d x —  —

— j  x ' i *  d x  =  ^ x * / * — Y  x V *  +  C .

Su debe subrayar que la aplicación de Jas reglas 2 ), 3) da ta posi
bilidad de integrar sólo las funciones muy simples. Existen métodos 
mucho más efectivos (pero también más complicados) de integración 
de distintas funciones. Uno de tales métodos es el de integración por 
partes. Sea u (x) y v {x) dos funciones continuas que tienen derivadas 
continuas. El método de Integración po r  portes se basa en las dos igual
dades siguientes:

(u*i/)# =  u' -p-f-u 

f (u-t.)' dx~u*v-f- C,
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De las igualdades citadas más arriba se deduce que

ó

u,v

 ̂u *v' dx ~u»v —

J u - v' ¿r, 

J u* *rdx.

Ejemplo. Calcular la integral

j  x eos x dx.

Vamos a integrar la integral dada nuídiaulc el método de inte
gración por partes. Supongamos que la función suhintegrul representa 
un produelo de dos factores de la función u (x) -= x y de la derivada 
de cierta función v (x);

v9 (x) =  eos x .

La derivada de la función u (x) es igual a la unidad:
u' (x) =  1 ,

y la primitiva de la función v0 (x) es igual a sen x:

v (x) =• j  eos dx =» sen j.

Sustituyendo u (x), v (x) y a 9 (x) en el segundo miembro de la igua- 
dad (2 ), obtendremos

\ x eos x dx =  x sen x — \ sen x dx.

De esta manera, el cálculo de la integral dada se reduce al cálculo de 
la integral de la labia

^ sen x dx =  —eos x C;

definitivamente obtenemos 
<•
 ̂xcosxdx =  xscn x-|* cosx-|-6 \

Observemos que en casos más complicados el desarrollo de la 
función subintegral en factores puede ser no el único y es necesario 
elegirlo tal, que la integración de la función v' (x) no presente difi
cultades y que el cálculo de la integral que se encuentra en el segundo 
miembro \le la fórmula (2 ) sea más simple, que el cálculo de la integral 
que se encuentra en ol primer miembro.
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Ciertas integrales se calculan mediante el método de integración por 
partes.

Las integrales ile la forma

^ x* ln™ x dx, J  x* sen bx dx% ^ zi<e«x <ir,

donde k y m son números naturales, y a y b son números reales cuales
quiera, se calculan mediante la integración por parles.

Ejemplos 1. Calcular la integral

S*,,nxdx.

1 1Supongamos u =  In x, v* — xa, tal, que u' — — , v =  — x4. 
Entonces según la fórmula de integración por parles obtenemos

Jx® ln xdx — '"-xA Inx — j ‘x '"~  ^x ~

■:r.r -i- x* 1 n X  y  [ X® rfx =  x H l l  X ---- XX +  C „4 4 J 4 lo

2. Calcular la integral

J  xa sen x dx.

Supongamos u =  x5, 1/  =  sen x, tai que a' =  2x, v =  —eos x. 
Basándose en la fórmula de integración por partes

5xa sen x dx = —x* eos x + 2 S* eos xdx.

Aplicando a la integral que se encuentra a la derecha otra vez la fór
mula de integración por partes, definitivamente obtendremos

 ̂ x* sen x d x  =  —x*  eos x +  2 x sen x  4 * 2  ros x +  C .

3. Calcular la integral

f xe2x dxt
J

Supongamos u -■= :r, i>' — r2*. Entonces n* — l, r =  —
En vigor de la fórmula (2 ) la integrul inicial se escribe en la forma

j  *e»* dx =  Y  " **- i  j  <»* ííí = j  *<**—-  e** -|- É\
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De la misma manera, mediante la aplicación sucesiva de la inte
gración por partes, se ralmian Jas integrales

^ P (jt) dxy || P (x) se n  bx dx, ^ P (x ) e o s  bx dx,

donde P (x) es un polinomio respecto a x.
Mediante el método de integración por partes se puede calcular 

también las integrales

 ̂€ax sen br dx, *°* eos bx dx.

Si a las integrales dadas aplicamos el método de integración por partes
(tomando en ambos casos v* -=- «?<»* ^  v _-= JL % entonces oh-

a
tendremos las dos igualdades siguientes:

5 1 ¿ 1"e"x eos bx dx — — eax eos bx +  — 1 eax sen bx dx9 (3)

jj eax sen bx dx =  --- eax sen bx — —  ̂ énx eos bx dx . (4)

Multiplicando ambos miembros de la igualdad (4) por el valor b(a 
y sumando la igualdad obtenida con Ja igualdad (3)r obtenemos una
ecuación lineal respecto a la integral J eos bx dx, de resultas de la
solución de la cual hallamos la integral que necesitarnos:

j S*CQ*bxdx~ b^ + ^ .0*-hl .e”  +  C.

Análogamente hallamos también la segunda integral:

j  ^ s e n b x d x ^  - se,,^ r S-  -«ax-l C'. §

§ 3. Integral definida
3.1. Problema para calcular el área de una figura plana.

Sea que en cierto segmento [a\ b] se da una función conti
nua /  (x), la cual obtiene sólo valores positivos (negativos). 
Construyamos la gráfica de la función y =  / (x) en el sistema 
de coordenadas cartesiano rectangular Oxy (fig. 9.2).

Examinemos la figura ABCD, limitada por la curva y ~  
=  /  (x), dos rectas, qué se representan por las ecuaciones 
x =  a y x y el eje Ox. A esta figura se la suele llamar
trapecio curvilíneo.
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Divídanlos la base AB del trapecio en rt partes (es posi
ble, dosiguales) y por los puntos de división tracemos unas 
rectas perpendiculares las cuales parten ol trapecio curvilí
neo en una serie de franjas. Para cada franja construimos un 
rectángulo, cuya baso es la misma que la de la franja, y la 
altura coincide con uno de los lados laterales de la franja.

por ejemplo, con el izquierdo (en la fig. 9.2 estos rectángu
los están rayados). Calculemos la suma de las áreas de todos 
los rectángulos construidos.

Sean las abscisas de los puntos de división

¿*0» *li * ♦ m J'irt
además,

x0 =  a <  Xj <  . . <  x¿ <  x/ + 1 <  .. . <  xn ** b.

La. base del i-ésimo rectángulo (¿ =■ 0, 1, 2, . . n — 1) 
es igual a la diferencia + 1 la cual designamos &xi9
y la altura, conforme a lo expuesto más arriba, es igual a 
y i — /  (x§). Por eso el área del ¿-¿simo rectángulo es igual 
a yi*Áxi =  /  (rej)*Axj. La suma de las áreas S de todos los 
rectángulos es igual a
5 ft =  /(^0)Ax0 +  /{x 1)A xí } . . .  h /  ~-

n -  i

=  S  / ( * i ) A * , .i=0
El área Sn se llama valor aproximado del área del trapecio 
curvilíneo ABCD .
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Por área del trapecio curvilíneo ABCD se toma el t i  li
mero que es igual al límite de las áreas Sn en la suposición de 
que todas las longitudes Ax¿ tienden al mismo tiempo a cero, 
cuando el número de puntos de partición del segmento AB 
aumenta ilimitadamente.

Todo lo expuesto anteriormente es válido Lambién para 
el caso, cuando la función /  (x) puede obtener valores nega
tivos. ISu este caso se considera que las áreas de unas par
tes de la figura, situadas más abajo del eje Ox, son negativas.

La definición dada mas arriba del área de un trapecio cur
vilíneo sirve sólo para una clase bastante estrecha de fun
ciones, precisamente para las funciones continuas y acola
das. La extensión del concepto de área de un trapecio curvi
líneo para una clase más amplia de funciones conduce al 
concepto de integral definida,

3.2, íntegra! definida. Sea la función f(x) dada en cier
to segmento la; fe]. Partimos esto segmento de manera arbi
traria en n partes, poniendo entre los puntos a y 6 los pun
tos de división
a =  Xq ^  ^  x¿ ^  x  ̂ —

Tomemos en cada uno de los segmentos \ x x¿ + ll un 
punto arbitrario

*i <  h  <  *í+i,
y hagamos una suma llamada suma integral:

S-="S /<6.)-A*„ (1)i=0
que corresponde a la partición dada del segmento [a; 61. 
La suma (1) depende de la elección de los puntos de partición 
x¡ del segmento la; 61 y de la elección de los puntos

Construyamos las distintas particiones del scgmerPo 
[a; 61, aumentando ilimitadamente el número de puntos de 
partición de tal manera, que las longitudes de todos los seg
mentos lxt\ tiendan a cero. Si en este caso la sucesión
de las sumas integrales respectivas tiende a un mismo límite, 
independientemente de Ja elección de los puntos £¿ £ [xt; 
xi+1], entonces se dice que la función /  (x) es integrable en 
el segmento [a; 61; el límite indicado de las sumas de inte
grales se llama integral definida de la función /  (x) y se de-
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signa
í>
j* f (x)dx.
a

Los números a y 6 se llaman respectivamente límites in
ferior y superior de integración.

Para la integrabilidad de la función es necesario que 
el la sea acotada en el segmento la; b\.

Serán funciones integrables, por ejemplo, las funciones 
continuas y las funciones acotadas que tienen en el segmento 
la\ b\ un número finito de puntos de discontinuidad.

3.3. Propiedades de las integrales definidas.
1) Si la función /  (x) es integrable en el segmento la; 6], 

entonces también la función k-j (x) {k es constante) es inte
grable en este segmento, al mismo tiempo

b b

J k-f  (x) dx — k * j f(x) dx ,
a a

es decir, el factor constante se puede sacar riel signo de la 
integral.

2) Si las funciones f (x) y g (x) son integrables en el seg
mento la; 6), entonces también la función /  (x) ±  g (x) 
es integrable en el segmento, además

b b b
j  í/  (x) ±  g <x)l dx j  /  (x) dx ±  j g {x) dx.
t> a if

3) Ln la reordenación de los límites de integración la 
integral cambia el signo por el contrario:

& n
\ f ( x ) d x =  — ( f ( z)dx.
í  6

4) Si la función /  (x) es integrable en el segmento mayor 
\a\ 61, [a; c] y |c; 6], entonces ella es integrable y en los 
otros dos segmentos. Para esto

b C h
\ f  (x) dx — jj /  (x) dx | ( / (x) dx.

30 — 0 1 4 7 7



466 Elementos de cálculo integral y diferencial Cap. 9.

5) Si la función no negativo /  (*) es integrable en el seg
mento [a; AL entonces

b
f f ( x ) d x ^ 0 .V
a

6) Si i.uh funciones /  (a) y g (a:) son integral)los en el seg
mento [a; />! y para todos x t  lo; ¿1

/  (*) <  8 (*),
entonces

b b
(| / (3-) í/.c<  j  g(x) dx.
a u

7) Si la función os integrable ca el segmento la; <.], 
donde a <  A, y en todo ei segmento es válida la desigualdad

m <  /  ( x ) <  M
entonces b

//¿•(A — a)%. j  f (x)dx^M' {b — a).
a

3,4. La integral definida como función del límite supe
rior- Sea la función f(jr) continua (yt por consiguiente, in
tegrable) en el segmento [a; bL Entonces según la propie
dad de la integral definida ella es integrable también en 
oí segmento |n; x\\ donde x es un número cualquiera cíe! 
segmento U; Al. La integral

ac
) f ( t )dt
O

puede considerarse como una función del límite superior va
riable:

X

<*><*>- \ j { t ) d L
o

La función U> (jr) es una función continua, y su derivada 
en cualquier punto del intervalo (a; A) es la función dada
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<í>' (x) -  } (x).
Con otras palabras, la derivada de la integra)

X

J / ( í )  di
f\

del límite superior variable xT on todas partes del intervalo 
abierto (a; b) es igual al valor /  (x) de la función subinte- 
gral en este intervalo.

Do esta manera, la integral con un límite superior va
riable representa una primitiva de la función subintegral.

3.5. Fórmula principal del cálculo integral. Sea la fun
ción /  (a:) integrable en el segmento [a; b] y F (x), la pri
mitiva do la función /  (x). La integral definida de la funciór 
/  (x) en el segmento la\ b] y su primitiva F (x) se relacionan 
mediante la igualdad

b
![ /  (x) dx =  F (b) — P {«). (2)
a

La diferencia que se encuentra en el segundo miembro de la 
fórmula suele designarse

y la fórmula (2) se escribe en la forma
b
\  f{*)dx  -  F (~) \b.J I*a

La fórmula (2) se llamA fórmula principal del calculo 
integral. Esta fórmula en muchos casos permite reducir el 
cálculo de la integral definida al cálculo ele los valores de la 
primitiva.

Ejemplo, Calcular la integral definida
jx/2

j  senxdx. 
o

3 0 *
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La primitiva de la función sen x será la función — eos x . 
Según la fórmula principal del cálculo integral
i\/2l* y \n/2 n\ sen x dx =  — eos x l =  — eos — — 
o

— (— eos 0) =  — 0 +  1 =  1.
Análogamente por la fórmula principal dol cálculo in

tegral se calculan las integrales siguientes:
i

§ 4. Ecuaciones diferenciales
4.1. Concepto de dependencia funcional entre varias variables.

En el § 1 fue introducido el concepto de función numérica de una 
variable. Sin embargo, en distintas secciones de las matemáticas y de 
la física muy a menudo se encuentran relaciones, en las cuales parti
cipan varios valores variables. Así, por ejemplo, del curso de geo- 
inelría es conocido que el volumen de un cilindro V se calcula mediante 
la fórmula

V «  nR2lf ,
donde R es el radio de la base del cilindro y J{ es su altura. Esta fór
mula da un ejemplo más simple de una función numérica de dos va
riables: el volumen depende tanto del radio de la base del cilindro, 
como de su altura.

Del curso de física es conocida la fórmula de Klaiperon
p V =  RT

que relaciona tres características físicas del estado del gas: la pre
sión p, el volumen específico V y la temperatura absoluta T (R es la 
constante universal de los gases). Representando dos de los tres valores 
indicados, se puede obtener un valor bastante determinado del tercer 
valor. De esta manera, en la aplicación de esta fórmula de nuevo nos 
encontramos con el concepto de función de varias variables.
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La variable z se llama ¡unción numérica de dos variables x o y, 
la cual se da en el conjunto de pares ordenados de los números M, 
si a cada par ordenado de números (x; y) £ Mt según cierta regla (ley), 
se le asigna respectivamente el valor definido de la variable z*

El conjunto M de los pares ordenados de ios números (x; y) se 
llama campo de definición de la función z, y el conjunto de todos los 
valores posibles de la variable i se llama concento de valoree de una 
función.

El hecho de que la variable z es función de dos variables x g y 
suele escribirse como sigue:

* =  / (*♦ y)«
Mientras que para la función numérica de una variable el campo 

de definición es el conjunto de los puntos del eje numérico, el campo 
de definición de una función de dos variables representa cierto con
junto de puntos del plano numérico.

AI igual que la función y — f (x) fue ilustrada geométricamente 
por su gráfica en el sistema de coordenadas cartesianas rectangula
res Oxyt la función do dos variables z = f (x, y) en el sistema espacial 
de coordenadas cartesianas rectangulares Oxyz representa un con
junto de puntos, el cual también es una gráfica espacial de la función 
z =  f  (x, y). La gráfica espacial de la función z =  / (z, y) suele lla
marse superficie, y la igualdad z — / (x, y), ecuación de la superficie.

El ejemplo más simple de tal superficie es un plano en el espacio, 
el cual en el sistema de coordenadas cartesianas rectangulares se 
define por la ecuación

Ax ■+- By +  Cz +  D =  0.
Si C ^  0, entonces la ecuación puede ser escrita en la forma

A tí D
c  1 c y C '

Todos los conceptos principales de la teoría de las funciones de una 
variable, tales, como el concepto de límite de una función, concepto 
de la continuidad de una función, concepto de diferenciabilidad, etc., 
se generalizan también para el caso de fas funciones de dos variables 
independientes.

4.2. Concepto de ecuación diferencial ordinaria. Las ecuaciones, 
en las cuales fas funciones que entran en la ecuación junto con sus 
derivadas son incógnitas, se llaman ecuaciones diferenciales ordinarias. 
Las ecuaciones siguientes

/ ' (*> + /* (x)=o, r (*)+2 ./*(x )= * - ir  r ( x ) . / ( i ) = i .

son ejemplos de ecuaciones diferenciales.
El orden de la derivada superior que entra en la ecuación diferen

cial se llama orden de la ecuación diferencial. Así, la ecuación dife
rencial

/ '< * ) - /* ( * > - * «  0
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será una ecuación diferencia! de primer orden; la ecuación diferencial
(«) -  ** -  0

es una ecuación diferencial del tercer orden.
Se llama solución de una ecuación diferencial tal función de la 

variable independiente definida en el intervalo (a; ó), para la susti
tución de la cual en la ecuación diferencial, esta última se invierte 
a una identidad para todas x 6  (a; ó). Seguidamente serán expuestos 
ciertos conocimientos sobre las ecuaciones diferenciales de primero 
y segundo orden, y también se resuelven algunas ecuaciones diferen
ciales simples de primero y segundo orden. Vamos a resolver estas 
ecuaciones mediante «la elección», es decir, vamos a suponer que cierta 
función concreta es la solución de la ecuación diferencial dada, y des
pués, mediante la sustitución de esta función en la ecuación, conven
cernos de que esto es realmente así. Para tal procedimiento de «bailar» 
la solución de la ecuación diferencial surgen, naturalmente, dos pre
guntas. En primer lugar ¿cómo hemos adivinado que es precisamente 
esta función concreta la solución de la ecuación dada? En segundo lugar 
¿de dónde sabemos que la ecuación diferencial dada no tiene otras 
soluciones? A la segunda pregunta se puede contestar del modo si
guiente; las ecuaciones que vamos a examinar satisfacen el, así lla
mado, teorema de existencia y unicidad de la solución de la ecuación 
diferencia] y por eso no hay otras soluciones, distintas de las halladas. 
Gontestor a la primera pregunta es mucho más difícil: para ciertos 
tipos particulares de ecuaciones diferenciales existe un sistema bien 
elaborado de obtención de las soluciones; las soluciones de algunas 
otras ecuaciones diferenciales se hallan mediante ciertos procedi
mientos especiales; las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales 
no son conocidas todavía, y para ellas aún no está demostrado el 
teorema de existencia y unicidad de la solución. Nuestro procedimiento 
de «elección» de las soluciones se aplica para las ecuaciones diferen
ciales con un sistema bien elaboradlo de obtención de sus soluciones.

4.3. Ecuación diferencial de primer orden. Ejemplos de pro
blemas que se describen por las ecuaciones diferenciales de primer 
orden. Se llama ecuación diferencial de primer orden a la que contiene 
una variable independiente x, una función, incógnita y (x), y también 
la primera derivada de la función incógnita y' (x):

 ̂ =  0, (1)
donde F es lo función dada de tres variables indicadas. La función F 
puede ser representada no para todos los valores de su argumento, 
por eso se dice del campo de representación de la función F como de 
un conjunto de puntos del espacio de coordenadas de tres variables 
x, y% y 9 •

Se llama solución de la ecuación diferencial (1) tal función q> (x) 
de la variable independiente x, definida en cierto inérvalo (a; 6 ), 
para cuya sustitución por y en la ecuación (1 ), la ecuación indicada se 
invierte en identidad en todo el intervalo (a; ó).

Es evidente, que la sustitución y =* 9  (x) en la ecuación (1) es 
posible sólo cuando la función <p (x) en todo el intervalo (a; te es
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diforenciable. Para que la sustitución y =  cp (x) en Ja ecuación (1 ) 
sea posible, os necesario también que para un valor arbitrario de la 
variable x ¿ (a; b) el punto con las coordenadas (;r; <p (x) <p' (;r)) perte
nezca al campo de definición de Ja función F.

La ecuación (i) relaciona tres valores variables x, y, y ' . En nque- 
(los casos, cuando ella define la variable y* como una función de las 
variables independientes x t y:

y' — I (x> y) > (2)
a ecuación diferencial se llama despejada respecto a la derivada.

Para la ecuación diferencial (2) en ciertas, bastante lógicas, supo
siciones sobre el tino de campo de definición de la función /  (z; y) 
resulta ser válido el teorema de existencia y unicidad de la solución: 

1) Paro cualquier punto (x0; y0) del campo de definición de la 
función /  (j:; y) se halla la solución y =  9  (*) de la ecuación (2 ) que 
satisface Ja condición

<P (*«) =  No-

2) Si dos soluciones y ~  9  (a) e y $ (¿r) de las ecuaciones (2) 
coinciden por lo menos para un valor x  *= .t* , es decir, si

9 (*o) =  ^ (*o)>
entonces estas soluciones son idénticamente iguales para todos los 
valores de la variable independiente ¿t\ para los cuales ambas están 
definidas.

Los números ¿r», y0 se llaman valores inleíales para la solución 
y =s tp (x), y la relación q> (a?0) =  y se llama condición Inicial para 
esta solución. Se dice también quo la solución y -- <p (* ) satisface la 
condición inicial y0 ~  tp (ir0) o que ella tiene los dal09 iniciales ar0, y0*

Itesolvamos lo ecuación diferencial de primer orden
/  =* a* y y (3)

donde a  es un número real, y — y {x)\ o i campo de definición de la 
función quo se encuentra en el segundo miembro es todo el plano 
numérico Oxy> y la ecuación (3) satisface las condiciones del teorema 
de existencia y unicidad de la solución. Mediante la sustitución directa 
se puede verificar, que cada función

y =r (4 )
donde c, un número arbitrario, es la solución de la ecuación (3), y del 
teorema de existencia y unicidad de la solución se deduce que cual
quier solución de la ecuación (3) es representable en la forma (4).

1. Proerro de desintegración radiactiva de la sustancia. Designemos 
por m (t) la cantidad (masa) de sustancia radiactiva, donde t es el 
tiempo. l*)e las consideraciones físicas se desprende que, si no hay 
condiciones para el surgimiento dé la reacción en cadena, la velocidad 
de desintegración, es decir, la derivada (el cambio instantáneo de la 
masa de la sustancia) m* ( 0  es proporcional a la cantidad que se que
da de la sustancia radiactiva no desintegrada

m' (f) sss —p- m (t). (»
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Aquí fl es un coeficiente constante positivo ilc la proporcionalidad» 
que depende de las propiedades de la sustancia radiactiva, y el signo 
menos indica que con el tiempo la masa de la sustancia radiactiva 
disminuye, conviniéndose en radiación (m' < 0  para cualquier *)• 
La ecuación (5) con una precisión hasta las designaciones coincide con 
la ecuación (3 ), y» por consiguiente» su solución general tiene la forma

m (í) *s= ce~bt.

Para la definición de la constante c es suficiente indicar algunas con. 
(liciones iniciales. Por ejemplo» si se sabe, que en el momento de 
tiempo t =  t0 la masa de la sustancia fue igual a w0, entonces la cons
tante c es igual a

/>_c--/ri0c j
y la solución de la ecuación (5) con las condiciones iniciales (¿0, ro0) 
iiene la forma

En la ecuación (5) la velocidad de desintegración se caracteriza 
por el valor p. Muy a menudo la velocidad de desintegración se ca
racteriza no por el valor p, sino por el asi llamado «periodo de semi- 
desintegración», es decir, por el tiempo» durante el cual la masa de la 
sustancia radiactiva disminuye en dos veces. Designando el período 
de scmidesintegración por 7\> obtendremos, que el coeficiente p y el 
período de semidesintcgración T0 se relacionan por la igualdad

2. Problema del calentamiento de un cuerpo» Examinemos un 
problema sobre el calentamiento (enfriamiento) de un cuerpo que 
tiene en un momento de tiempo t =  0  cierta temperatura inicial 7\ 
y que está sumergido en un medio con una temperatura constante 0 . 
En ciertos casos se puede suponer que la velocidad del cambio de la 
temperatura de un cuerpo T (0 es proporcional a la diferencia de tem
peraturas, es decir, satisface la ecuación diferencial

V  (k) -  <r -  ®>, (6 )
donde k es cierta constante positiva. El signo menos indica que para 
T0 >  0 el cuerpo se enfría, y para ^  < 0  ae calienta.

Observemos que una simulación del proceso físico indicado me
diante la ecuación (5) es bastante aproximado y se basa en las suposi
ciones siguientes: se considera, que en cualquier momento de tiempo 
el cuerpo está calentado uniformemente en todo el volumen; se con
sidera, que la temperatura del medio es constante y es igual a la tem
peratura inicial 6 , a pesar de que el cuerpo calienta el medio. Si toma
mos que el proceso dado se describe por la ecuación (6 ), entonces la 
solución de la ecuación se obtiene análogamente que en el ejemplo 
anterior y tiene la forma

T (t) »  (Tt -  0)-e-W +  0.



Ecuaciones diferenciales 4735 <

4.4 Ecuación diferencial de segundo orden. Ecuación de las 
oscilaciones armónicas. Se llama ecuación diferencial ordinaria de 
segundo orden la ecuación que contiene una variable independiente x, 
una función incógnita y (x), así como la primera y segunda deriva
das y' e y":

F (*, y* y9, y*) =* 0 (7)
donde F es una función dada de las variables x , w, y \  y En aquellos 
casos, cuando la ecuación (7) representa la variable y" como una fun
ción de las variables xt y e y9:

¡r* =* / (*» v» v')i W
la ecuación diferencial se llama resuelta respecto a la derivada mayor.

Se llama solución de la ecuación diferencial (8 ) la función con
tinua q> (x), definida en cierto intervalo (a; ó), en la cual al sustituir y 
en la ecuación (8 ), esta última se convierte en identidad para todas 
x € (a; 6 ). La sustitución y =■ q> (x) en la ecuación (8 ) es posible sólo 
cuando la función y (x) (para todos x (  (a; 6 )) tiene las derivadas hasta 
el segundo orden inclusive. Para que la sustitución y — <p (x) en la 
ecuación (8 ) sea posible, es necesario también que el punto que tiene 
las coordenadas

«i V <*). V' (*)
pertenezca al campo de definición de la función / para todos x 6  (a; ó).

Para la ecuación diferencial de segundo oraen (8 ), resuelta res
pecto a la derivada, para ciertas suposiciones adicionales*) sobre 
el tipo de función / (x, y, y') es válido el teorema de existencia y uni
cidad de la solución, es decir, para cada punto (x0; y0; y') existe una 
solución y — <p (x) de la ecuación (8 ) que satisface las condiciones 
Iniciales

q> (*«) =* y0y 9' (*q) — y \
o, como también se dice, una solución con los datos iniciales

¿o* y»» y¿* 
además, esta solución es única.

Ecuación de oscilaciones armónicas. Examinemos una ecuación 
diferencial de segundo orden que describe, en particular, el proceso 
de oscilaciones mecánicas, o sea, la ecuación de las oscilaciones armó
nicas

y9 +  <fy =  o, (9)
donde o  es una constante dada, e y se considera la función del tiem
po t. Es fácil convencerse de que la función

y — A eos (<út +  0), (10)

*) No vamo9 a citar aquí estas condiciones y la formulación 
completa del teorema de existencia y unicidad de la solución, puesto 
que las  ecuaciones diferenciales de segundo orden, las cnalea se exa
minan en lo posterior, satisfacen las condiciones de existencia y uni
cidad de la solución.
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donde A y 0, constante» arbitrarias, son la solución de la ecuación 
diferencial (9). La constante A se llama a menudo amplitud de oscila
ción  ̂ o> se llama frecuencia de oscilación, y 0 , fase inicial de oscilación.

La fórmula (JO) da el conjunto de todas las soluciones de la ecua
ción diferencial (9). Para formar do un conjunto infinito de solucio
nes (1 0 ) una úuica solución, es necesario dar las condiciones iniciales 
siguientes:

y (O -  Vof yf (*<>) *  v¿>
es decir, representar el valor de la función ¡/ {t) de su derivado t f  (í) 
en cierto momento de tiempo í0, el cual se llama momento inicial 
de tiempo. La representación de los valores y0 e y' permite hallar 
unívocamente las constantes A y 0, formando de un conjunto infinito 
de soluciones (1 0 ) una única solución.

Ejemplos. 1 . Examinemos el movimiento de un punto material 
de la masa m que se desliza por la recta l bajo la acción de la fuerza Fy 
que atrae un punto material al punto O situado en la misma recta.

l'ig. 9.3.

Sea el valor de la fuerza F proporcional al valor de la desviación del 
punto material del punto O con cierto coeficiente de proporcionali
dad k . (En la práctica tal fuerza F puede ser realizada mediante la 
construcción que consta de un globo y de dos espirales (fig. 9.3).) 
Aquí por el punto O (origen de coordenadas) se toma el punto medio 
del segmento BC. La desviación de un punto material del punto medio 
la vamos a designar con x (¿). donde i es el tiempo. Entonces, en vigor 
de la segunda ley de Ncwton la ecuación del movimiento de un punto 
material tendrá la forma

rtix* »  ~kXy (1 1 )
donde —kx es una fuerza que actúa del lado de la espiral sobre el punto 
material; y k es el coeficiente do elasticidad de la espiral.

Según la fórmula (10) la solución de la ecuación (11) tiene la 
forma

x ( t)—A eos  ̂j / "  ~  / +  <p„) ,
de donde se deduce que la frecuencia de oscilaciones del punto ma
terial

<ú
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se define sólo por su masa y la elasticidad de la espiral k. Dando las 
condiciones iniciales del problema, es decir, la posición de un punto 
material en cierto momento de tiempo t9 y su velocidad en el momento 
inicial de tiempo l0:

* <<«) y *' <<o)»
se puede hallar los valores do las constantes ^  y 0 r por lo tanto se 
define la Ley del movimiento de un punto materia).

2. Hagamos y resolvamos aproximadamente la ecuación del 
péndulo matemático. El péndulo matemático representa un punto 
de la masa m, el cual bajo la acción de la fuerza de gravedad se mueve

por el arco de la circunferencia K de radio l que se encuentra en el 
plano vertical (fig. 9.4). El valor l se llama longitud del péndulo. 
En el plano de la circunferencia K introducimos el sistema polar de 
coordenadas con centro en el centro de la circunferencia y el ele polar, 
dirigido perpendieularmente hacia abajo. El ángulo variable que 
caracteriza la desviación del péndulo de la perpendicular se designa 
con q> «  <p (f). El punto M se encuentra en el campo de la fuerza de 
gravedad P =  mg> dirigida perpendicularmente hacia abajo. La 
componente de la fuerza de gravedad, dirigida por el radio de la cir
cunferencia, se equilibra por la reacción de conexión (de la circun
ferencia o del hilo que hace ai punto moverse por la circunferencia): 
la componente, dirigida por la tangente a la circunferencia en el
Ímnto AT es igual a mg sen <p. Es conocido de física que la aceleración 
ineal del punto M se relaciona con la aceleración angular <p” por la 

fórmula
a —

El movimiento de un punto material se describe por la segunda ley 
de Newton:

(12)=  —mg sen <p.
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Suponiendo, que las oscilaciones que realiza un punto material 
son pequeñas (es decir, que el ángulo de desviación <p (t) es pequeño) 
se puede escribir aproximadamente

sen <p »  <p.
Eli este caso la ecuación diferencial (12) obtiene la forma

mly* =  —mgy. (13)
La función

<p(i) =  ̂ cos ( j / " - y - í  +  iPo)

es la solución de la ecuación diferencial (13). La frecuencia de «las 
oscilaciones pequeñas» del péndulo matemático se define por la acele
ración de la caula Jibre g y por la longitud del péndulo /:

- / ? ■
Para el cálculo de las constantes A y es necesario dar la posición 
y la velocidad del punto M en cierto momento de tiempo i*, después 
de lo cual la lev de movimiento del péndulo matemático se hace com
pletamente definida.



CAPITULO 10

Funciones elementales

Son funciones elementales las lunciones racionales*), 
potenciales, exponenciales y logarítmicas, así como las fun
ciones trigonométricas y las trigonométricas inversas. Ade
más, también pertenecen a la clase de funciones elementales, 
las funciones compuestas, formadas de las funciones elementa
les enumeradas más arriba.

Las funciones exponencial y logarítmica, las funciones 
trigonométricas de argumento numérico y las funciones tri
gonométricas inversas, como también las funciones com
puestas, formadas mediante estas funciones, se llaman fun
ciones trascendentes elementales.

§ 1. Investigación de funciones
1.1. Función constante. Supongamos que la función 

está definida y es diferenciable en el intervalo (a; 6). Para 
que la función en el intervalo (a; b) sea constante, es nece
sario y suficiente que su derivada sea igual a cero en todo 
el intervalo (a; b):

r  <*) -  o.
1.2. Condición de monotonía de una función. Sea ia fun

ción /  (a) definida y diferenciable en el intervalo (a; b). 
Para que la función sea creciente en el intervalo (a; ó), es 
suficiente que

/' (x) >  0 para todos x 6 (a; ó).

♦) La función que tiene la forma P (x)/Q (*), donde P (x) y Q (j) 
son polinomios, se llama función racional.
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Para el decrecimiento de la función es suficiente que 
/' (x) <  0 para todos x £ (a\ fe).

La condición formulada no es una condición necesaria. 
Por ejemplo, la función / (x) =  xa es creciente, sin embargo, 
en el punto x =  0 su derivada es igual a cero.

1.3. Máximo y mínimo de una función. Se dice que la 
función /  (x) tiene en el punto el máximo (o el mínimo), 
si se halla tal ó-entorno del punto x0, perteneciente al campo 
de definición do la función, que para todos x #  x0, perte
necientes al intervalo (x0 — ó; xü +  ó), se cumple la de
sigualdad

/  (x) <  /  (x0) (respectivamente /  (x) >  /  (x0)).
En la fig. 10.1 se muestra una función, definida en el 

intervalo [a; fe), que tiene en los puntos xt y x, los máximos,
y en ios puntos x2 y x4l los 
mínimos.

Los puntos del máximo y 
del mínimo se llaman puntos 
del extremo de una función, 
y los valores de la función en 
estos puntos se llaman valo
rea extrémales de una función.

Observemos que los puntos 
a y  b no son puntos del extre
mo de una función, puesto que 
en cualquiera tanto como se 

quiera de pequeño entorno de estos puntos se hallan puntos, 
no pertenecientes al campo de definición /  (x).

Condición necesaria de existencia del extremo de una función. 
Sea la función /  (x) diferenciable en el intervalo (a; fe). 
Si en cierto punto x0 £ (a; 6) la función /  (x) tiene extremo, 
entonces en este punto la derivada es igual a cero:

/' (*.) =  0.
Condición suficiente de existencia del extremo de una fun

ción. Sea la función /  (x) definida y continua on el intervalo 
(a; fe), y diferenciable en todo el intervalo (a; fe) (a excep
ción, puede ser, de un número finito de puntos).

Los puntos, pertenecientes al intervalo (a; fe), en los
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c-ualc? la (lomml.i de la función es gual a coro o no existe, 
se llaman puntos críticos de la función /  (x).

Sea eJ. punto x0 G (<*; ó) un punto crítico do la función 
/  (x) y sea que on cierto Ó-ontorno del punto xly la derivada 
/' (x) a la izquierda y a la derecha do x0 conserva el signo 
(posiblemente en los distintos lados, distinto).

Entonces pueden tener lugar los tres casos siguientes:
1) ¥  (*) >  0 para x < x Ky y /' (x) <Z 0 para x >  x0, es 

decir, la derivada /' (x) al pasar por el punto x<> cambia el 
signo más por el menos. En este caso en el intervalo (x0 — 6; 
x9) la función /  (x) crece, y en el intervalo (x0; x0 +  6) de
crece, así que ol valor / (x0) es el mayor en el intervalo 
(x0 —- 8; x0 -h 6), es decir, en el punto xQ la función tiene 
un máximo.

2) /' (x) <  0 para x <  x0 y /' (x) ;> 0 para x >  xo, es 
decir, In derivada ¥  (x) al pasar por oL punto x0 cambia el 
signo menos por el más. En este caso en el punto x0 la fun
ción tiene un mínimo.

3) ¥  ix) >  0 tanto para x >  x0, como también para x <  
<  x0l o bien /' (x) <  0 a la izquierda y a la derecha de x0l 
os decir, al pasar por ol punto xQ la derivada /' (x) no cambia 
el signo. Entonces la función o todo el tiempo crece, o todo 
cJ tiempo decrece, en cualquiera tanto como se quiora de pe
queño entorno del punto x0, de un lado, se hallan los puntos x, 
on Jos cuales /  (x) >  /  (xo) y de otro lado so hallan los pun
tos x, en los cuales /  (x) <  /  (x0), y on el punto x0 no hay 
extromo.

Así pues, obtuvimos la primera regla para la verificación 
del punto crítico x0 en el extremo: sustituyendo en la deri
vada ¥  (*) primeramente x <  x0, y después x >  x0? deter
minamos el signo de la derivada en el entorno de) punto xc 
a la izquierda y a la derecha del mismo, si para esto la deri
vada /' (x) cambia el signo de más a menos, entonces en el 
puntos x0 hay máximo y si cambia del monos al más, enton
ces hay mínimo; si el signo no cambia, entonces no hay ex
tremo.

En la fíg. 10.2 la derivada de la función /, (x) al pasar por 
ol punto x0 cambia el signo de menos a más y la función 
fi (x) en ol punto x0 tiene el mínimo, mientras que la función 
h  (#)» cuya derivada al pasar por el punto xa cambia el 
signo de más a menos, tiene el máximo.
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En la fig, 10.3. tanto la función fx (x), corno la función 
/ 2 (x) tienen en el punto x0 una derivada que es igual a cero; 
al paso por el punto x() las derivadas do estas funciones no

cambian el signo y en el punto x0 las funciones fx (x) y / 2 (x) 
no tienen extremos.

En la fig. 10.4 y 1Ü.5 se muestran las funciones que no 
tienen derivadas ou el punto x0* Conforme a las reglas de

ríg* lft.4. Fig. 10.5.

cambio de signo de las derivadas para oslas funciones, ellas 
tienen mínimo y máximo respectivamente y no tienen extre
mo en el punto x0.
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Otra vez subrayamos que la condición suficiente de exis
tencia del extremo de la función en el punto x0 formulada 
más arriba es usable tanto en los casos, cuando la derivada 
en el punto x0 se anula, como en los casos, cuando en este 
punto la derivada no existe.

Formulemos una condición suficiente más de existencia del ex- 
tremo en un punto. El punto x0 se llama estacionario  de la función / (x), 
si en este punto la función /  (x) es diferencia ble y su derivada es igual 
a cero.

Sea x9 un punto estacionario de la función /  (x) y en cierto en* 
torno del punto x0> incluyendo este mismo punto, la función / (x) 
tiene la derivada, y en el punto x0 existe también la segunda derivada 
r  fx0). Si la segunda derivada f  en el punto xa cs positiva, entonces 
la función / (x) en el punto x0 tiene mínimo; si la segunda derivada 
en el punto x̂  es negativa, entonces la función tiene máximo.

La regla formulada tiene, en general, una aplicación bastante 
estrecha en comparación con la primera regla; esta regla no es apli
cable para los puntos, en los cuales no existe la primera derivada. 
En aquellos casos, cuando la segunda derivada cu el punto x0 se anula, 
la regla tampoco da nada y la solución del problema de existencia 
en este punto del extremo depende de la conducta de las derivadas 
superiores.

1.4. Valores máximos y mínimos de una función. Sea que 
la función f (x) está definida y cs continua en un intervalo 
cerrado finito [a; 61.

Para hallar el valor máximo (mínimo) de la función es 
necesario hallar todos los valores máximos (mínimos) de la 
función en el intervalo (a; 6), elegir de ellos el valor máximo 
(mínimo) y compararlo con lofe valores de la función en los 
puntos a y 6. El máximo (mínimo) de estos números es, pre
cisamente, el valor máximo (mínimo) de la función /  (z) en 
el segmento [a; 6]. Cuando se halla el valor máximo o mí
nimo de una función puede resultar que dentro del segmento 
[a\ 6] la derivada existe en todos los puntos del segmento y en 
ningún punto del segmento se anula (cs decir, fallan los 
puntos críticos de la función), fisto quiero decir que en el in
tervalo que examinamos la función crece o decrece y, por 
consiguiente, adquiere su valor máximo y mínimo on los 
extromos del segmento.

Examinemos dos problemas para hallar el valor máximo 
y mínimo de una función.
31—01477
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Ejemplos. 1, Hallar los valores máximo y mínimo de la 
función

/  (*) — x3 — 4x
en el segmento [0; 2].

Calculemos la derivada de la función dada

Y (*)• =  4** -  4.
Para lodos x £ (0; 2) la derivada existe; la derivada es igual 
al cero en los puntos x =  1, x =  — 1. En el intervalo (0; 2) 
se encuentra sólo uno de estos puntos: x =  1. El valor de 
la función en este punto es igual a —8/3. En el punto x =■ 1 
la derivada cambia el signo de monos a más, y por oso en el 

punto i  — 1 tenemos el mínimo de la 
función /  (x). Los valores de la función

f cu los extremos del intervalo son: 
l /  (0) =  0, /  (2)=8/3. Por consiguien

te, el valor máximo de la función da
da / (x) so adquiere en el extremo 
derocho del intervalo en el punto 2t 
y el mínimo se adquiere dentro del 
intervalo en el punto x — 1.

2. De una hoja cuadrada con un 
lado a, cortando por los ángulos 
cuadrados iguales y doblando los 

Kig. 10.6. bordes (fig. 10.G), se compone una ca
ja abierta rectangular. ¿Cómo obtener 

una caja de máximo volumen?
Designemos un lado del cuadrado cortado con x. Enton

ces el volumen de la caja V es igual a
x (a — 2x)* 2f

además, x cambia en el intervalo [0; a!2). La derivada de 
la función dada V* (x) =  (a — 2x) (a — 6x) en todo el 
intervalo 10; ai2) so anula en el punto x =  a!6. Calculemos 
la segunda derivada V* (x) =  24x — 8a. En el punto x =  
=  a/(5 la segunda derivada es negativa, y, por consiguiente, 
en el punto x =  a¡6 tiene el máximo. En los extremos del 
segmento [0; a!2} la función V (x) se anula. De esta manera, 
el volumen de la caja es máximo para x =  al6.
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i.5. Dirección de la concavidad de una curva. Sea la ¡unción / (x) 
definida y continua en el intervalo (<i; ó), y t]ir* en el ¡mulo x a £ {a; ó) 
tiene la derivada. Entonces a la gráfica de la función dada en el pun
to M0 (x0; /  (x0>) se puede trazar una tangentes cuya ecuación tiene 
la forma

y — u* ** /' (*b) (x — **)'
Se dice que en el punto M? la curva (la gráfica de la función y =» / (*)) 
está dirigida con la concavidad a un lado definido (Jiacia las y positivas 
o hacia las y negativas) de la tangente, si en el entorno suficientemente 
pequeño del punto Mit lodos los puntos de la curva están situados a un 
Jado de la tangente (íig. 10.7 y 10.8). El punto M0 se llama punto de

Inflexión, si un su entorno suficientemente pequeño los puntos de la 
curva con las abscisas x <  x0 se encuentran a un lado de la tangente, 
y los punios con las abscisas x >  x0 están situados al otro lado, es 
Üecir, en el punto Af 0 la curva pasa de un lado de la tangente al otro 
(fig. 10.0).

La dirección de la concavidad de la curva y - / (z) en cierto 
punto x0 se aclara mediante la regla siguiente:

1) Si en cierto Ó-entorno del punto x0 la segunda derivada f* (¿r) 
conserva el signo más (tanto a la izquierda, como a la derecha del 
punto xa), entonces, la curva en el punto x0 está dirigida con la con
cavidad hacia las y positivas (fig. 40.7).

2) Si en cierto ó-entorno del punto la segunda derivada con
serva el signo menos (tanto a la izquierda, como a la derecha del pun
to s0), entonces la curva en el punto x0 está dirigida con la concavidad 
hacia las y negativas (fig. 40.8).

3) Si la segunda derivada cambia el signo al pasar por el punto x0> 
entonces en el punto x0 la gráfica de la función /  (r0) tiene inflexión  
(fig. 40.0).

De esta manera, si nos limitamos a un ó-entorno suficientemente 
pequeño del punto ci punto de inflexión Af0 es como sí separara los 
puntos, donde la concavidad de la curva está dirigida hacia las y
31*
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positivos, de los puntos con Ja dirección de la concavidad hacia las 
y negativas.

L a reg la  fo r m u la d a  e s  la  c o n d ic ió n  s u f ic ie n te  (p ero  n o  n e c e sa r ia )  
iie  in f le x ió n  de la c u r v a . A s i p u es , la fu n c ió n  /  (*) =  x* e n  e l  p u n to

x  =  0 tiene la segunda derivada que es igual a cero, pero no obstante 
en este punto (y en general para todos x  £ R )  la curva estó dirigida 
con la concavidad huela las y positivas (fig. 10.10).

E je m p l o .  Examinemos la función /  (*) =  sen x .  La segunda de* 
rivada de esta función:

f*  (x) =  —sen x .

En los intervalos (2Jije; n +  2nfc) sen x  conserva el signo más, f m íx ) =  
— —sen x  <  0 y la sinusoide está dirigida con la concavidad nacía

las y negativas. En ios intervalos (*i +  2 n k \  +  2 n k )  sen x  <  0 
también la sinusoide está dirigida con la concavidad hacia las y  posi
tivas. Para x  — n k  la segunda derivada se anula, cambiando en este 
caso ei signo, en estos puntos la gráfica de la función y  =  sen x  tiene 
inflexión (fig. 10.11).
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§ 2. Construcción de la gráfica de una función
La investigación de una función y la construcción de su 

gráfica se compone de los puntos siguientes:
1) Se halla el campo de definición de la función.
2) Se aclara, si la función dada es periódica o no.
3) Se aclara, si la función dada es par (o impar). Si la 

función resulta ser par, entonces su gráfica es simétrica res
pecto al eje Oy del sistema de coordenadas cartesianas rec
tangulares. Si la función es impar, entonces su gráfica es 
simétricamente central respecto al origen de coordenadas.

4) En el caso, cuando el campo de definición de la función 
representa bien toda la recta numérica o bien contieno los 
rayos ía; +oo) o {—oo; 6], se aclara la conducta de la 
función en el infinito, calculando los límites respectivos

lím f{x),  lím / (x).
x-+oo x -* -o o

5) Se halla la intersección de la curva con el eje Oyí cal
culando /  (0), y con el eje Ox, resolviendo la ecuación /  (x) =  
-  0.

6) Se hallan los puntos del máximo y del mínimo, deter
minando las regiones de crecimiento y decrecimiento de la 
función.

7) Se halla la región de cambio de la función E (/).
8) Se hallan los puntos de inflexión de la función, deter

minando las regiones, donde la curva está dirigida con la 
concavidad hacia las y positivas o negativas, al mismo tiem
po, en los puntos de inflexión se calcula el ángulo de incli
nación de la tangente.

Para la investigación de las funciones concretas no es 
obligatorio seguir ol orden indicado de investigación de las 
funciones. Se puede omitir la aclaración de unas u otras pro
piedades, si ellas son bastante evidentes. Así, para ía in
vestigación de las funciones racionales se suele omitir el 
estudio de su periodicidad debido a que de todas las funcio
nes elementales sólo las funciones trigonométricas de argu
mento numérico tienen propiedad de periodicidad.

Ejemplo. Examinar las propiedades de la función

y construir su gráfica,
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1) El campo de definición de la función es toda la recta 
numérica, a excepción del punto x =  0.

2) La función no es ni par ni impar, puesto que
f (x)¥=f (—x) y /(* )¥ =  —/  (—x).

3) Paro aclarar la conducía de la función cuando el 
argumento crece indefinidamente (y decrece), calculemos los 
límites

Km . r . + p z i  -

lím  2*>+3*.--4 ^  2
_  XaX-* -  OO ~

4) La gráfica de la función dada no interseca el eje Oy. 
Los puntos de intersección de la gráfica de la función con el 
eje Ox se definen como raíces do la ecuación

+  4 _ n

las cuales son las siguientes:

- 3 + / 4 Í _____- 3 - / 4 1-  ,  x 2 ------------------ £  .

5) Puntos del máximo y del mínimo de una función. Cal
culemos la derivada de la función dada:

f  (*)
— 3¡r*+8x 

x4

6) La región de cambio de la función (conjunto de valores 
de la función) es el intervalo

(—oo; 41/161.
7) Calculemos la segunda derivada de la función:

n * ) -

La segunda derivada en el intervalo (4; |-oo) es positiva, 
y, por consiguiente, en este intervalo la gráfica de la función 
^stá dirigida con la concavidad hacia las y positivas. En los
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y la gráfica de la función está dirigida con la concavidad 
hacia las y negativas. En el punto x =  4 la gráfica de la fun

ción tiene inflexión. Sobre la base do la investigación reali
zada se puede dibujar la gráfica de la función dada (fig. 10.12)*

§ 3. Transformaciones simples de la gráfica 
de una función 1 2

1) Traslación de la gráfica paralelamente al eje de orde
nadas. La gráfica de la función y — f (x) +  a se obtiene de 
la gráfica de la función y — / (s) 
mediante la traslación paralela 
r =  (0; a). Si el número a es 
positivo, entonces la gráfica de 
la función y — f {x) +  a se 
obtiene mediante el desplaza
miento de la gráfica de la función 
y =  /  (í) en a unidades hacia 
arriba; si a es negativo, en a 
unidades hacia abajo (fig. 10.13).

2) Traslación de la gráfica 
paralelamente al eje de abscisas.
La gráfica de la función y =

(x — a) so oYV 1'
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entonces la gráfica se traslada a la izquierda, si a >  0, 
a la derecha (fig. 10.14).

3) Alargamientos y contracciones de las gráficas de las 
funciones. Sea dada la gráfica de la función y =  /  (x) y sea 
que el punto con las coordenadas (x0; y0) pertenece a la grá
fica do Ja función y — /  (x).

Examinemos la función y =  kf (x) (/resun número positi
vo). El punto de la gráfica de la función y — kf (x) con la 
abscisa .r0 tiene Ja ordenada ky0. Para k >  1 las ordenadas

de los puntos de la gráfica de la función y — kf (x) crecen 
en k veces en comparación con las ordenadas de los puntos de 
la gráfica de la función y f (x), que tienen la misma absci
sa. En esto caso se dice que la gráfica de la función y =  
— kf (z) se obtiene de la gráfica de la función y — /  (x) me
diante el alargamiento del eje de abscisas en k veces.

Para 0 <  k <  1 las ordenadas de los puntos de la gráfica 
de la función y ~ kf (x) decrecen en comparación con las 
ordenadas de los puntos da la gráfica de la función y =  /  (x) 
que tienen la misma abscisa, y se dice que la gráfica de la 
función y — kf (x) se obtiene de la gráfica de la función 
y — f (x) mediante la contracción hacia el eje de abscisas en 
k veces.

Por ejemplo, la gráfica de la función y =  2x2 se obtiene 
de la gráfica de la función y =  /  (x) mediante el alarga
miento del eje de abscisas en 2 veces, y la gráfica de la fun
ción y — J/¿r2 mediante la contracción hacia el eje de abs
cisas en 2 veces (fig. 10.15).
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Examinemos ahora la función y =  /  (/ex) {k es un número 
positivo). El punto de la gráfica de la función y — /  (fcr) 
con la ordenada y 0 tiene la abscisa x0/k. Para k >  1 las 
abscisas de todos los puntos de la gráfica de la función y =  
=  /  (kx) decrecen en h veces en comparación con las abscisas 
de los puntos de Ja gráfica de la función y =  f  (x), que tie
nen la misma ordenada. En este caso se dic-c que la gráfica

do la función y — }  {kx) se obtiene de la gráfica de la fun
ción y =  /  (x) mediante la contracción hacia el eje de ordena
das en k veces.

Para 0 <  k •< 1 las abscisas de los puntos de la gráfica 
de la función y =  } {kx) aumentan en 1 Ik veces en compara
ción con las abscisas de los puntos de la gráfica do la función 
y =  /  (x), que tienen la misma ordenada. En este caso se dice 
que la gráfica de la función y — f {kx) se obtiene de la grá
fica de la función y =  /  (x) mediante el alargamiento del 
eje de ordenadas en 1 Ik veces. Por ejemplo, la gráfica de la 
función y =  sen 2x se obtiene do la gráfica de la función 
y — sen x medíante la contracción hacia el eje do ordenadas 
en 2 veces (fig. 10.16).

4) La gráfica de la función y — —/ (x) se obtiene de la 
gráfica de la función y — /  (x) mediante la reflexión simé
trica respecto al eje Ox (fig. 10.17).

5) La gráfica de la función y =  /  (—x) se obtiene de la 
gráfica de la función y =  f (x) mediante la reflexión simétri
ca respecto al eje Oy (fig. 10.18).



y = - f ( x )

Fig. 10.18.
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Ejemplos. 1. Mediante las transformaciones de las grá
ficas de las funciones obténgase de la gráfica de la función 
y =  x2 la gráfica de la función y =  2x2 -f 4x — 1.

Escribimos el trinomio de segundo grado 2x2 -f- 4x — i 
en la forma 2 (x +  l)a — 3. La gráfica del trinomio de segun
do grado y =  2 (x +  l)2 — 3 se oblicuo de la gráfica del tri
nomio de segundo grado y — x2 como resultado de las trans
formaciones siguientes:

a) de la traslación paralela r — (—1; 0);
b) del alargamiento del eje de las abscisas en 2 veces;
c) de la traslación paralela r =  (0; —3).
La gráfica do la función y =  2xr +  4x — 1 se muestra 

en la fig. 10.19.
2. Mediante las transformaciones do las gráficas de las 

funciones obténgase de la gráfica de la función y =  sou x
la gráfica de la función y =  2 sen Vj.

La gráfica de la función y =  2 sen (a: +  ) -f */s so ob
tiene de la gráfica de la función y =  son x como rosultado de 
las transformaciones siguientes:

a) de la traslación paralela r =  (—ji/4; 0);
b) del alargamiento del eje do las abscisas en 2 veces;
c) de la traslación paralela r — (0; 1/ 2).
La gráfica de la función y =  2sen + 1/ 2so

muestra en la fig. 10.20.

§ 4. Función lineal

La función que tiene la forma
/  (x) — kx -f- b,

donde k y b son ciertos números, se llama función lineal. 
Propiedades de la función lineal.
1) El campo de definición do la función es el conjunto 

de todos los números reales R.
2) La región de cambio (el conjunto de valores) de la 

función para k ^  0 es el conjunto de lodos los números rea
les. Para k — 0 el conjunto de los valores do la función cons-
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3) Para k ñh 0 y b ^  0 la (unción no os ni par ni impar. 
Para k 0 (b es cualquiera) la función es par. Para b — 0 
(k es cualquiera) la función es impar.

4) La función lineal /  (x) ~  kx -|- b es continua y dife
renciare en lodo el eje numérico; su derivada en cada pun
to es igual a k .

5) La función lineal no tiene extremo para ningún valor 
de k y b. Para k ^  0 no hay puntos críticos. Para k 0 
cada punto es un punto crítico de la función.

6) Para k >  0 la función lineal crece para todos x 6 R. 
Para k <  0 la función lineal decrece para todos z 6 R .  
Para k =  0 la función lineal es constante.

7) La gráfica de la función lineal /  (x) =  kx -f- b inter
seca el eje Oy on el punto y =  b. La gráfica de la función li
neal f {z) =  kx +  b para k 0 interseca el eje Ox en el 
punto x =  — b!k\ para k =  0 la gráfica de la función lineal 
es paralela al eje Ox.

En las figs. 10.21,10.22 se muestran las gráficas de las 
funciones lineales.

La función lineal /  (x) =  kx +  b puede tener como gráfi
ca suya cualquier recta del plano de coordenadas Oxy> a ex
cepción de las rectas perpendiculares.

Proporcionalidad directa. La variable y se llama variable 
proporcional directa x con el coeficiente de proporcionalidad 
ky si estas variables están relacionadas por la proporción 
y — kx, donde k es cierto número real, distinto de cero.

Si consideramos x una variable independiente, e y, de
pendiente, entonces la fórmula y =  fcr define y como la fun
ción Xy La recta que pasa por el origen de coordenadas, con
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un coeficiente angular k (la tangente del ángulo de inclina
ción de la recta al eje Ox es igual a k) es la gráfica do esta 
función. La dependencia proporcional directa es un caso 
particular de la función lineal.

§ 5« Dependencia inversamente proporcional

La variable y so llama inversamente proporcional a la 
variable x, si los valores de oslas variables están relaciona
dos mediante la igualdad y =  k!x1 donde k es cierto número 
real, distinto de cero. El 
número k se llama coefi
ciente de proporcionalidad 
inversa.

Si consideramos x una 
variable independiente, c jy, 
dependiente, entonces la 
fórmula y =  klx define y 
como una función de x. La 
gráfica de la función y —
=  klx se llama hipérbola.

Propiedades de la jun
ción /  (x) =• klx.

1) El campo de defini
ción de la función es un 
conjunto de todos los nú
meros reales, a excepción 
del número 0.

2) La región de cambio (conjunto de valores) de la fun
ción es un conjunto de todos los números reales, a excepción 
del número 0.

3) La función f (x) =  klx es impar, y su gráfica es simé
trica respecto al origen de coordenadas. La función f (x) — 
=  klx es continua y es diferenciablc en toda la región de 
definición, /' (x) =  — klx*. La función no tiene puntos crí
ticos.

4) La función /  (x) — klx para k >  0 decrece monótona
mente en (—co, 0) y (0, +oo), y para k <  0 es monótona en 
los mismos intervalos.

5) La gráfica de la función /  (x) =  klx para k >  0 en 
el intervalo (0; +oo) está dirigida con la concavidad hacia

¿n
1 .

J 2- \ j / = 1/x(k=l)

- ' i
0 ! > - -  *

7y=-2/x(k*~2)

Fiff. 10.23.
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las y positivas, y en el intervalo (—oo: 0), con la concavi
dad hacia Jas y negativas. Para k <  0 el intervalo de la con
cavidad liada las y positivas es (—oo; 0), el intervalo de la 
concavidad hacia las y negativas es (0; +oo).

Las gráficas de la función /  (x) — k!x para dos valores k 
se muestran en la fig. 10.23.

§ 6. Función lineal fraccional

La función que tiene la forma /  (x) -- se ^íima
función lineal fraccional (a, b% d son ciertos números, 
c ^  0)*). Transformemos la expresión lineal fraccional

ax-\-b
cx+d

, b* +----a a a
_fT~ d da

/» L c c c*
c , d ~ c 

x ' r ~ ■+4 . *+4 r *

La gráfica tic la función lineal fracciona! /  (z) =  puede
ser obtenida ric la gráfica de la dependencia inversamente 
proporcional mediante las transformaciones siguientes:

a) por traslación paralela de r =  (—d/c; 0):
b) por contracción (o alargamiento) hacia el eje de abs-

( b d&\ cisas en f — — veces;
c) por traslación paralela de r — (0; ale).
La transformación sucesiva de la gráfica de la función

/  (x) =  -í- en gráfica de la función /  (x) — — so muestrax x —F* t
en las figs. 10.24-10.27. En la fig. 10.24 so muestra la grá- 
fica de la función /  (z) == —. En Ja fig. 10.25 se muestra la

gráfica de la función /  (z) =  j-j-j que se obtiene de la

gráfica de la función /  (z) — medíante la traslación para
lela de r =  (—1; 0). Rn la fig. 10.26 se muestra la gráfica 
de la función / (¿r) — obtenida de la gráfica /  (2) =

•) Si c 0, entonco* la función lineal fraccional se convierte en 
función lineal.
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=  j ~  mediante el alargamiento del eje de abscisas en 3 
veces. Y, por fin, en la fig. 10.27 se muestra la gráfica de la

Fig. 10.26. Fig. 10.27.

función lineal fraccional /  (x) =  f , la cual so obtiene

de la gráfica /  (x) =  — mediante la traslación paralela 
de r  =  (0; 2). ' +
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§ 7. Función cuadrática

La íunción /  (a:) — ax2 bx c, donde a, b, c son cier
tos números reales (a =̂= 0), se llama función cuadrática. 
La gráfica de la función cuadrática se llama parábola. 

La función cuadrática puede ser reducida a la forma
b * —fk(tc /J|X/ (* ) - -c (x  +  -s r ) ------5 T -' (1)

La expresión b2 — 4ac se llama discriminante del trinomio 
de segundo grado. La representación de la función cuadrada 
en la forma (1) se llama la formación de un cuadrado perfecto. 

Propiedades de la función cuadrática y su gráfica.
1) El campo de definición de la función cuadrática es 

toda la recta numérica.
2) Para b =/= 0 la función no es par y no es impar. Para 

b =  0 la función cuadrática es par.
3) La función cuadrática es continua y difercnciablc en 

toda la región do definición.
4) La función tiene un solo punto crítico x — — b!(2a). 

Si a >  0, entonces on el punto x =  —ó/(2a) la función tiene 
el mínimo. Para x <  —6/(2a) la función decrece monótona
mente, para x >  —b/{2a) crece monótonamente.

Si a <  0T entonces en el punto x — —6/{2a) la función 
tiene el máximo. Para x <C —b/(2a) la función crece monó
tonamente, para x >  —bl(2a) decrece monótonamente.

El punto de la gráfica de la función cuadrática con la
abscisa x — — ó/(2a) y la ordenada y =  — se llama
vértice de una parábola.

5) La región de cambio de la función es: para a >  0 un
conjunto de valores de la función i °°); para

a <  0, un conjunto de valores de la función oo; — j •
6) La gráfica de la función cuadrática se interseca con el 

eje Oy en el punto y -= c. En el caso cuando b2 — 4ac >  0, 
la gráfica de la función cuadrática interseca el eje Ox en 
dos puntos (raíces reales distintas de la ecuación cuadrá
tica); si Ir — Aac — 0 (la ecuación cuadrática tiene una 
raíz múltiple de 2), la gráfica de la función cuadrática es
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tangente al eje Ox en el punto x =  —¿/(2a); si b2 — 4ac <  0, 
no existe intersección con el eje Ox.

De la representación de la función cuadrática en la for
ma (1) también se deduce que la gráfica de la función es si
métrica respecto a la recta x — —b!(2a), es decir, a la ima

S 7.

gen del eje de ordenadas para la traslación paralela r — 
-  (-¿/(2a); 0).

La gráfica de la función

/  (j:) =  ax2 +  bx -j- c

[o f (x) — a ( x +  ^ )  — —-j-—) puede ser obtenida de la
gráfica de la función f  (x) =  x2 mediante las transformacio
nes siguientes:

a) por la traslación paralela de r =  (—bl(2a)\ 0);
b) por la contracción (o el alargamiento) hacia el eje 

de abscisas en a veces;
c) por la traslación paralela de r -  (<); ^
Ejemplo. Construir la gráfica de la función

/  {#) =  2x2 +  2x -! 2

Reducimos el trinomio de segundo grado a la forma (1):

/(*)-2**+2*-f2 = 2(*-s I )*  | f .
3 2 - 0 1 4 7 7
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Ahora la gráfica do la función /  (*) =  2a? +  2x +  2 pue
de ser obtenida de la gráfica de Ja función

/  (x) =  x*
mediante las transformaciones siguientes:

a) por la traslación paralela de r =  (—1/2; 0);
b) por el alargamiento del eje de abscisas en 2 veces;
c) por la traslación paralela de r -  (0; 3/2).

Fig. 10.31.

Los resultados de la aplicación sucesiva de las transfor
maciones indicadas se muestran en las figs. 10.28—10.31.

§ 8. Función potencial
La función que tieno la forma /  (:r) =  donde a es un 

número real cualquiera, llamado exponente de una potencia^ 
se llama junción potencial.

Propiedades de una función potencial.
1) Él campo de definición de la función potencial es el 

conjunto de todos los números positivos. La región de cam
bio de la función potencial es el conjunto de todos los núme
ros positivos.

2) La función potencial es aperiódica, no es par y no es 
impar.

3) La función potencial es continua en todo el campo de 
definición.
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4) La función potencial es difcrenciable en todo ei campo 
do definición, y su derivada se calcula mediante la fórmula

(xa)' a -Xa -1.
5) La función potencial Xa crece monótonamente en todo 

el campo de definición para a >  0 y decrece monótonamente 
para a <  0.

6) Para a < 0 y a > l l a  gráfica de la función potencial 
esté dirigida con la concavidad hacia las y positivas, y para 
0 <  a <  1 con la concavidad hacia las y negativas.

Las gráficas do la función potencial para ciertos valo
res a so muestran en las figs. 10.32—10.34*).

§ 9. Función exponencial
La función que tiene la forma de /  (x) =  ax, donde a es 

cierto número real positivo que se llama base de una potenciar 
se llama función exponencial. Para a — 1 el valor de una 
función exponencial para cualquier valor del argumento 
es igual a la unidad, y el caso a — 1 no se examinará a con
tinuación.

Propiedades de la función exponencial.
1) El campo de dofinición de la función es toda la recta 

numérica.

*) Aquí la función potencial se define sólo en ei semieje positivo. 
La función potencial se define a veces en toda la recta numérica (para 
ciertas a  concretas).
32*
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2) La región de cambio (el conjunto do valores) de la 
función es el conjunto de lodos los números positivos.

3) La función es continua y diferenciare en todo el campo 
de definición. La derivada de la función exponencial se

calcula mediante la fórmula

gida con la concavidad

(a*)' =  ax ln a.
4) Para a >  t la función 

crece monótonamente, para 
« < 1  decrece monótonamente.

5) La función exponencial 
tiene una función inversa que 
se llama función logarítmica.

6) La gráfica de una fun
ción exponencial cualquiera in
terseca el eje Oy en el punto
y = i-

7) La gráfica de la función 
exponencial es una curva, diri- 

hacia las y positivas.
Las gráficas de la función exponencial para los valores 

a — 2 y a MA se muestran en la fig. 10.35.

§ 10. Función logarítmica
La función que es inversa a la función exponencial y — 

=  ax se llama función logarítmica y se designa
y =  loga X.

El número a se llama base de la función logarítmica. La fun
ción logarítmica con la base 10 se designa

lg
y la función logarítmica con la base e se designa

ln x.
Propiedades de una ¡unción logarítmica:
1) El campo de definición de una función logarítmica es 

el intervalo (0; -j-oo).
 ̂2) La región de cambio (el conjunto de valores) de la fun

ción logarítmica es toda la recta numérica.
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3) La función logarítmica es continua y diícrenciable en 
todo el campo de definición. La derivada de la función loga
rítmica se calcula según la fórmula

4) La función logarítmica crece monótonamente, si 
a >  1. Para 0 <  & <  1 la función logarítmica con la base a 
decrece monótonamente.

5) Para cualquiera base a >  0, a =j¿= 1, existen las igual
dades

loga 1 =  0* loga a =  1.

6) Para a >  1 la gráfica de la función logarítmica es una 
curva, dirigida con la concavidad hacia las y negativas;

para 0 < a <  1 es una curva, dirigida con la concavidad 
hacia las y positivas.

Las gráficas do la función logarítmica para a =  2 y a =  
— 1/3 se muestran en la fig. 10.36.

Identidad logarítmica principal. La función logarítmica 
x =  loga y es lina función inversa para la función exponen
cial y ax. Según las propiedades de las funciones recípro
camente inversas /  y f^1

f ( / - 1 (y)) = y (O
para todas x del campo de definición de la función / - l (x). 
En particular, para las funciones logarítmica y exponencial



502 Funciones elementales Cap. 10.

la igualdad (1) obtiene la forma

(2)

La igualdad (2) se llama con frecuencia identidad logarítmica 
básica.

Para una función logarítmica, cualesquiera que sean x 
e y positivas, son válidas las igualdades siguientes, que pue
den ser obtenidas como consecuencia de la identidad lo
garítmica básica (2) y de la propiedad de la función exponen
cial:

loga (a;a) = a -lo g 0i { a  os un número real cualquiera) 
logBa =  1;

En particular, de la última fórmula para a =  1, b =* 10 
se obtiene la igualdad

El número lg e se llama módulo de paso de los logaritmos na
turales a los decimales, y se designa con la letra M, mien
tras que la fórmula (3) suele escribirse en la forma

lg x — M- In x.
El número M con una precisión hasta el sexto signo es igual a

M -  0,434294 . . .

log„ (x y) =  log0 x +  loga y ;

loga x =  * (ú es un número real, ¿>>0, óijM ).

ln x  =  ~ l g x . (3)



Combinatoria

El número de permutaciones de n elementos es:
P n  =  #1

El número de variaciones de n elementos por m elementos es: 

An (n—m) I *

Número de combinaciones de n elementos por m elementos:
/ifli al

“ mi (n—m) I
Las fórmulas para el número de combinaciones son:

Cm_
n —  >

+  1 /yJTt i fyfft +  t ,
^  n + 1 =* "t  t

c l + c ¿ + c * + . . . + < z r l + c z = 2n.
Binomio de Newton:

(a +  6)n =  CUn +  Clnan’lb +  . . .  +  C”an-mbm +
+  • • • +  C »b\

Potencias y logaritmos 
Potencias:

ô =1(O t¿0);
a*'av =  a*+v\

*v
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(«•&)* =  a*.**;

Logaritmos:
log„a^1 (a >  0), ( a # l ) ;
loga (o") — fc (a >  0, a = £ l ) ,  

log<t (AfjM2) -•= loga A/, +  log„ A/2 (A/j >  0, Mt > 0 ) ;

loga ) =  lofía Mt -  loga M2 (AT, >  0, M2 >  0);

loga (¿O =  C loga 6;

Algebra
Formulas ríe la multiplicación abreviada:

(x c) (x — c) — x* — c2;
(x c) (x* — xc +  c2) =  xs +  c*;
(x — c) (x3 +  are +  c2) =  x* — c3.

Fórmulas de Viole para las raíces:
x\ +  *2 =  ~ P , Zx-Xj ™ ?•

Raíces de la ecuación cuadrática xx2 +  óx +  c =  0;

Raíces de la ecuación cuadrática con el segundo coefi
ciente par jx* 4- 2/rx -)- c =  0:

Raíces de la ecuación cuadrática reducida x2 +  px 4" 
4 ?  =  0 ;

- b  ±  V b '— Aac 
2a

- k ±  Y k * -a c
a
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Desigualdades simples:

|o +  6 | < H  +  |6|;
| a - f r | > | | « | - 16||;

ai +  ba'^2ab;

+  (a y b son números del mismo signo);

Y^>¡fab ( o > 0, &>0).

Vectores
El módulo del vector a — (afa; pa; za) es:

|«|-=V r*} +  if* +  *;.
El producto escalar de los vectores a y b es:

X v
(a, ó) — | a |' | 6 | eos (a, ó).

El producto escalar do los vectores, representados por las 
coordenadas es:

(a, b) =  XjXj +  j/ij/s -1 Zi*,.

Geometría
El triángulo.
Area de un triángulo:
5 ^  aha -  ~  hhb =  i  cAc;

5  =  y p ( ^  — a) (/)—6)(/>— c) (fórmula de Geron);

S =  -l-<z6 sen y;

r> abe
S =  Ü T ’
S ~ p r .

Aquí a, f>, c son los lados del triángulo, kat hby Ac, las alturas, 
p =  y  (a +  b +  c)> el sem i perímetro, i? es el radio de la
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circunferencia, descrita alrededor del triángulo y r es el 
radio de la circunferencia, inscrita en el triángulo, y es el 
ángulo situado entre los lados a y b>

El rectángulo.
El área del rectángulo es:

S s= ab,
donde a y b son los lados adyacentes del rectángulo.

El área del cuadrado es:
S  ~  a*,

donde a es un lado del cuadrado.
El trapecio.
El área del trapecio es:

donde a y b son las bases del trapecio y h es la altura del 
trapecio.

El círculo y la circunferencia♦
El área del círculo de radio r es:

S ~  jir2.
La longitud de la circunferencia de radio r es:

l =  2jir.
El área del sector con un valor angular del arco a° es:

c *r»tt
° 6ect- 360 *

El polígono.
El área de un «-polígono regular es igual a la mitad del 

producto de su perímetro por el radio de la circunferencia 
inscrita:

El área de un «-polígono regular es:

5 - Í j n . « s r ,2 n *
donde B  es el radio de la circunferencia descrita.
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El prisma.
El área de la superficie lateral es:

^lat. ~  Pp' \AxA¡  li
donde Pn es el perímetro de la sección perpendicular del 
prisma, \ A iA t |, )a longitud de la arista lateral. 

Volumen del prisma:

V =  V I  ¿ .¿ 2  I. 
donde S n es el área de la sección perpendicular del prisma, 
I A iA¡  | es la longitud de la arista lateral,

V -  ¿ W t f ,
donde <SbaM es el área de la base del prisma y H es la altura 
del prisma.

Volumen de un paralelepípedo rectangular:
V =  a'b'C

(a, ó, c son las dimensiones del paralelepípedo).
Volumen de un cubo:

V o»
(a es la dimensión del cubo).

La pirámide.
El área de la superficie lateral de una pirámide regular es:

S - j P * .

donde P es el perímetro de la base de la pirámide y h es la 
apotema.

Volumen de una pirámide:

donde S  es el área, de la base de la pirámide y H es la altura 
de la pirámide.

La pirámide truncada.
El área de la superficie lateral de la pirámide truncada re

gular es:
S ~ ± [ P  +  p ) K
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donde l \  p son los perímetros de las bases de la pirámide, h 
es la apotema.

Volumen de una pirámide truncada:

dende II es la altura de la pirámide truncada, jŜ  y S t son 
los áreas de las bases de la pirámide truncada.

El cilindro.
Volumen del cilindro:

V -  nR2II%
donde R es el radio de la baso del cilindro y H es la altura 
del cilindro.

Area de la superficie lateral y total del cilindro:
^lat =  2líRH\

Sen -  2nRII +  2jiR2,
donde R es el radio de la base del cilindro y H es la altura del 
cilindro.

El cono.
Volumen del cono:

Vcoa =  ±nR*H ,

don /? es el radio de la base del cono y II es la altura del 
cono. El área de la superficie lateral del cono es:

£jat “  n/ÍZf,
donde L es la generatriz del cono.

El cono truncado.
Volumen del cono truncado:

r « 4 * tlf<flí + / , ií^ +  * í).
donde H es la altura del cono truncado> R¡ y /?2 son los ra
dios de la base superior e inferior del cono truncado.

El área de la superficie lateral del cono truncado es:
«S’u t  n (R\ +  ^ 2 ) i-**

donde L es la generatriz del cono truncado.
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La esfera.
Area de una esfera de radio R:

509

S =  4n R \  
Volumen de una esfera de radio R: 

V~$nRK

Trigonometría

sen* a -\- eos* a — 1; 
lg a -c tg a  =  l;

1 -|- tga a =  — ;* eos* a  '

1 |- ctg*a’= —~  ;1 6 sen1 a ’
sen (a P) — sen a eos fi ±  eos a  sen p;
eos (a ±  p) - eos o  eos p =F sen a sen P;

sen 2a = 2 sen a  eos a; 
eos 2a =  eos* a — sen* a — 1 — 2 son* a  --=* 2 eos* a  — i ;

11.2a _ •t g z a -  4 ot ’

1 ■+- eos a «= 2cos* ~  ; 1 —eos a ~ 2 sen* -2- ;

cosa = sena — 2tgi r

4+ * aT-
o a - ( f l  a -  Kson a -\~ sen p — 2 sen —~  eos ——  :

sen a — sen p = 2 eos sen -   ̂ ;

eos a |- eos p •■= 2 eos e o s ;
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eos a — eos p — — 2 sen sen — 2 son — sen ;

senosenp =  -i [eos(a—P)— cos(a +  p)); 

ct)s a  eos P == y  [eos (a— p) +  eos (a +  p)J;
A

sen a eos p =  y  [sen (a —0) +  sen (a +  P)J.

Teorema de los senos:
a _  b 

s e n a s e n  p

Teorema de los cosenos:

c
sen y =  2fí.

a2 =! b2 +  — 2be eos a ;
Ir =  a2 +  c2 — 2ac eos p; 
c* 55= b2 +  a* — 2aó eos y;

(ay b, c son los lados del triángulo que se encuentran frente 
a los ángulos a, p, y respectivamente, R es el radio do la cir
cunferencia circunscrita).

Progresión aritmética.
La fórmula del n-ésimo término y la suma do los prime

ros n términos son:

aít= a i + d ( n — 1), 1)
2 •n.

Progririwi geométrica.
La fórmula del rc-ésimo término y la suma de los prime

ros n términos son:
un= u r tf V\(l — <én) 

1—9 #
La suma de los términos de una progresión geométrica 

decreciente infinitamente es:
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Las derivadas,

/<*)
c

/'(*>
0

/(*) 
sen x

r  w
cosa:

Xa ax*-1 COSX — sena;
o*
e*

a*lna
c*

tgs 1
eos® x

log„x
1 ctg X 1

x*lna sen* x

Inx i_ arcsen x 1
X y  i —x*

Integrales indefinidas.

0 -d a r= C ; j  sen x dx =  — eos x +  C\

1. dx =» x +  C\  ̂ cosxdx— sen x + £;
~a+1 c 4 _

*arf* - - ! + r + c <<x’ ís- 1>; \ — T-dx =  tgx +  C; J cos*z * ‘

rfx =  ln|x| 4-C;

a*dx =  — 4 C;lna 1 T

f —V- da? “  — ctg x +  C.¡  sen*jc *



Anexo

Sistemas de numeración

Conjuntamente con el sistema de numeración posicional decimal 
que se utiliza cu la práctica, para e! trabajo en Jas máquinas compu
tadoras electrónicas se suelen utilizar los sistemas de numeración 
binarios, de base 8 (octonario) y de base 16 (así como sistemas mixtos 
de numeración). Al exponer los conocimientos básicos sobre ios sistemas 
octonarios y binarios de numeración y los procedimientos de conver
sión de los números de un sistema de numeración a otro, en vez de las 
palabras «el número escrito en el sistema decimal (octonario, binario) 
de numeración* vamos a decir simplemente *ol número decimal (respec
tivamente octonario, binario)».

Sistema octonario de numeración. En el sistema posicional octo
nario de numeración para la escritura de los números se usan ocho 
cifras distintas: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6T 7. El número «ocho» se escribe 10. 
En el sistema posicional octonario de numeración la anotación

*-1 - • “ * - - ♦ (1)
donde an, anm.lf . . ait ai}, a .., . . . . son cifras del sistema
octonario de numeración y por lo menos una cifra es distinta de cero, 
representa una anotación abreviada del número positivo a:

a  —  an ’8 n ~1 An - r £ rl"1 *+ * * - "1" a j-8 1 +  «o*®0 +
4- <x_i/8~A +  . . +  +  . • . (2)

Para la anotación del número negativo —a delante de la sucesión 
de las cifras (1) se pone el sigQO menos. Todos los conceptos introduci
dos para las fracciones decimales, que son una forma de anotación 
do los números en el sistema de numeración posicional decimal, se 
trasladan también literalmente a las expresiones dei tipo (1), las 
cuales se pueden llamar fracciones octonarias.

Reglan de conversión de los números decimales en octonarios:
Conversión de le parte entera de un número. Dividamos la parte 

entera de un número decimal por el número 8. La cifra obtenida en el 
resto es la última cifra de la anotación octonaria del número dado. 
El cociente obtenido lo dividimos por el número 8; la cifra, que es el 
resto, es la penúltima cifra de la anotación octonaria del número. Con-
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tinuando el proceso do división de los cocientes que obtenemos, escri
bimos sucesivamente las cifras de la anotación octonaria del número, 
til proceso de división termina, cuando en el cociente se obtiene una 
cifra, menor que 8, la cual será la primera cifra de la anotación octo
naria del número dado.

Ejemplo 1. Escribir el número decimal 201 en el sistema octonario 
de numeración:

-201
16
41
40
1

1 8
| 25 8

24 3
1

El proceso de división de los cocientes se termina en el número 3 
puesto que 3 <  8. El número decimal 201 en l4 sistema octonario 
de numeración se escribe como 311.

Conversión de la parte fraccionaria de un número. Multiplicamos 
la parte fraccionaria del número por 8. La parte enlera del producto 
es la primera cifra de la anotación octonaria de la parte fracciona] 
del DÚmero. Multiplicando la parte fraccionaria del producto obtenido

Í>or 8, obtenemos un número, cuya parte entera es la segunda cifra de 
a anotación octonaria de la fracción. El proceso de multiplicación 
continúa hasta que la parte fraccionaria del producto no esté com

puesta sólo de ceros o hasta que obtengamos la cantidad necesaria de 
cifras de la anotación octonaria de la parte fraccionaria del número. 
Observemos, que el número, representado por una fracción decimal 
finita en el sistema octonario, puede resultar ser representado cu forma 
de una fracción octonaria ¡periódica infinita (véase el ejemplo 3).

Ejemplo 2. Escribir el número decimal 0ti875 en el sistema octo
nario de numeración.

Representemos el proceso de multiplicación en forma de dos 
columnas de números, donde la columna izquierda es la parte entera 
del número, la cual al realizar la siguiente multiplicación se sustituye 
por cero.

X O 1875
8

X I 5000
8

4 0000

E l nú m ero d e c im a l 0 ,1 8 7 5  so e scrib e  cu  forma de fracción  o c to 
nar ia  0 ,1 4 .

Ejemplo 3. Escribir el número decimal 0,3 en el sisfí'ina octonario 
de numeración.
3 3 -0 1 4 7 7
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La conversión riel numero en el sistema octonario de numeración 
se realiza de la misma manera que en el ejemplo anterior:

x o 3
3

X 2 4
8

X3 2
8

X l 6
8

X 4 8
8

X 6 4
8

X 3 2
8

Es fácii ver que comenzando con el paso de multiplicación, mar
cado coa la scguuda estrellita, en la columna izquierda aparece la 
combinación de las cifrus 3146, La cual representa el período de la 
fracción octonaria. De esta manera, el número decimal 0,3 en el sistema 
octonario de numeración se escribe en forma de fracción 0,2 (3146).

La conversión de los números escritos en el sistema octonario de 
numeración al sistema decimal se suele realizar mediante la fór
mula (2).

Ejemplo 4. Escribir el número octonario 163,2 en el sistema decimal 
de numeración.

Según la fórmula (2) la anotación 163,2 es la anotación abreviada 
del número

1-8* +  C-81 +  3 .8 ® +  2 .8-*  =  64 +  48 +  3 +  ^ -  =

=  64 +  48 +  3 +  0,25 =  115,25.
Así pues, el número octonario 163,2 en el sistema decimal do 

numeración se escribe como 115,25.
Sistema binario de numeración. En el sistema posicional binario 

de numeración para la anotación de los números se usan dos símbolos 
(cifras): 0 (el cero) y 1 (la unidad). El número «dos» en el sistema bina
rio de numeración se escribe 10. En el sistema binario de numeración 
la anotación

«-J • • - • . -  (3)

donde ant an_1, . . ai, a0, a .lt . . . . . son cifras del sistema
binario de numeración (0 ó 1) y por lo menos una de las cifras 69 distinta
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de cero» representa una anotación abreviada del número positivo a;
« -  an. l *  +  a^x-2"-* -I- . . . +  tíl.2i -| <i0• 2n |

4“ +  • • . +  (4)
Para la anotación del número negativo —a, delante de la sucesión 
de las cifras (3) se pone el signo menos Todos los conceptos que se 
introducen para las fracciones decimales se trasladan literalmente 
a las expresiones que tienen la forma (3).

Las tablas binarias de adición y multiplicación tienen la forma: 
La tabla de adición La tabla de multiplicación

0 + 0 - 0
0 4-1 =  1
1 +  0 - 1
i 4- 1 =  10

O X O - O  
0 X 1  =  0 
1 X  0 o  
1 X 1 -  1

La conversión de los números enteros y fraccionarios» escritos en 
el sistema decimal de numeración» al sistema binario se puede efectuar 
de la misma manera que se hace para la conversión de los números de
cimales en números octonarios.

Ejemplo 5. Escribir el número decimal 19 en el sistema binario 
de numeración:

1 __I 2 2
0 2 1  ̂ “  

ü
De esta manera» el numero 11) en el sistema binario de numeración 

so escribe como 10011.
La conversión de los números de) sistema decimal de numeración 

al sistema binario se puede realizar también mediante otro procedi
miento. Este procedimiento se basa en que entre los números 0» 1» 2» 
3, 4, 5, 0, 7, y los números binarios que se componen do tres cifras 
existe una correspondencia biunívoca, es decir» los uúmeros enumerados 
en el sistema binario de numeración se escriben respectivamente como

000» 001, 010, Olí, 100, 101, 110, 111
Teniendo en cuenta lo expuesto más arriba, el número decimal se 

pasa al sistema binario en dos etapas. Primeramente se escribe el 
número decimal en el sistema octonario de numeración. Después cada 
cifra octonaria se sustituye por el grupo respectivo de tres cifras 
binarias.

Ejemplo 6. Escribir el número decimal 201, 1875 en el sistema 
binario de numeración.

El número decimal dado en el sistema octonario de numeración 
se escribe como 311,14 (véase los ejemplos 1,2). Cada cifra del número
33*
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octonario 311,14 se sustituye por un grupo de tres cifras binarias1 
3 — 011; 1 — 001; 4 — 10O.

De resultas el número octonario 311,14 en el aíslenla binario de 
numeración se escribe en la forma

011 001 001,001 100
Despreciando los ceros que se encuentran en el principio de la 

parte entera y en el final de la parte fraccionaria del número binario, 
definitivamente obtenemos que el número decimal 201,1875 se escribo 
en el sistema binario de numeración en la forma 11001001,0011,

La conversión de los números del sistema binario de uumeración 
ul sistema decimal es cómodo realizarla mediante la fórmula (4).

Ejemplo 7. Escribir el número binario 10110,11 en e! sistema de
cimal de numeración.

Según la fórmula (4) la anotación 10110,11 es la anotación abre
viada del número
t<24 +  0-25 +  1-2* +  1.21 -i- 0-2° +  1* 2_l +  i-2 ’2 =

=  16 +  4 +  2 +  i -  + -1 - =  22 +  ~  -  22,75

Asi pues, el número binario 10110,11 en el sistema decimal de 
numeración se escribe como 22,75.



Lista de las principales notaciones

la; b] 

(a; b]

(a; b)

6- 9
€

un
\

<i%\

(ai; ai't

f  y r \

n \

es un intervalo cerrado (segmento): los puntos 
(números) a y b pertenecen al intervalo 
y [a; 6) son intervalos sem¡abiertos: el punto a 
no pertenece al intervalo; el punto b pertenece 
al intervalo; respectivamente, el punto a per
tenece 7 y el b no pertenece al intervalo 
es un intervalo abierto: los puntos a y b no 
pertenecen al intervalo
es el símbolo que significa «sigue en una direc
ción»
es el símbolo que significa «sigue en ambas di
recciones»
son los símbolos de pertenencia
es el símbolo «no pertenece»
es el símbolo del conjunto vacío
es el símbolo de la unión de conjuntos
es el símbolo de la intersección de conjuntos
es el símbolo del complemento de conjuntos
es e) signo de equivalencia
(en geometría es el símbolo de semejanza)
• ■ •; On), es un conjunto, formado de los ele
mentos a2f « « •,
. . an)y un conjunto ordenado, formado de 
los elementos au a2, . . an 
g y g"1, etc. son las designaciones de las apli
caciones recíprocamente inversas 
en la teoría de conjuntos es el símbolo «no su
pera»
es la notación del prod\icto 1-2-3 . . . *fi (se 
lee «en factorial»)
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c ~ » ( = )

el número de reordenaciones de'« elementos 
es el número de combinaciones de n elementos

A ” ,
por m elementos
el número de variaciones de n elementos por m 
elementos

II O' J  II o (aij) o la¿j] es ]a matriz, compuesta de los
Humaros a¡ ¡

I al} | o dct || a¡} ||, e) determinante de la matriz cuadrada
II II

N
Z
Q
R,
{m, n}

es el conjunto de todos los números naturales 
el conjunto de todos los números enteros 
es el conjunto de todos los números racionales 
el conjunto de todos los números reales 
es el mínimo común múltiplo de los números m 
y n

(to, n). el máximo común divisor de los números m

>  , <  , >
y n

, ^  son los símbolos «mayor», «menor», «mayor o

1 « 1
igual que», «menor o igual que»
es el valor absoluto (módulo) de un número
realn

Y~Y
loga M 
lg M 
In M,
N,  TtjHj

es la raíz n-ésima potencia 
es la raíz cuadrada
son los logaritmos del número M  do base a 
es el logaritmo del número M  de base 10 
el logaritmo del número M de base e 
. . . . . . es una fracción decimal con la 
parto entera N

A, n,n2 . . . /i/, («a-m • • . es una fracción de
cimal con un período ae riu+L . . .

% y i  
i
Re 2, 
Im 2,
|z  1.
Arg 2 
t. /

son números conjugados complejamente
es una unidad imaginaria
la parte real del número complejo z
la parte imaginaria del número complejo z
el módulo del número complejo z
es el argumento del número complejo z
son los vectores básicos del sistema de coorde

»\ J, k
nadas cartesiano rectangular en el plano 
son los vectores básicos dol sistema de coorde
nadas cartesiano rectangular en el espacio
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(a, 6)
(«, b),
[o, 6),
(o, b, c),

i a d  i,
/L

d

ABC

W.

_L.
Z.(a, a)
¿L(a, P), 
vjACB
ACB ,
Z.

5«, 
sen a 
eos a, 
tg a, 
ctg a, 
sec a, 
cosec a, 
aresen a 
árceos a, 
arctg a, 
arcctg a,
M

lím
Aar
A/,

es el ángulo entre los vectores a y b 
el producto escalar de los vectores a y b 
el producto vectorial de los vectores a y & 
el producto mixto (escalar-vcctoríal) de los vec
tores a, b, c
la longitud del segmento AD 
es el símbolo del ángulo 
es un grado 
es un minuto 
es un segundo
es la designación del ángulo recto

es el valor del ángulo ¿_ABC
es el símbolo de la codirccción (de los rayos)
el símbolo de la dirección opuesta
el símbolo de paralelismo
el símbolo de perpendicularidad
es un ángulo entre la recta a y el plano a
el ángulo entre los planos a y p
es un arco con los extremos A y fí
el valor angular del arco u  ACB 
es la simetría central del plano con centro O 
la simetría axial del espacio (plano) con el eje 
de simetría l
la simetría del espacio respecto al plano a
es oi seno a
el coseno a
la tangente a
la cotangente a
la secante a
la cosecante a
es el arco >seno del número a
el arco coseno del número a
el arco tangente del número a
el arco cotangente del número a
es una sucesión con ios términos au a% . •
. . ., dn, . . .
es el símbolo de un límite 
es el incremento del argumento 
el incremento de una función
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/ '  (X)

/<"> <*)

5b
J.a
máx
mín,
Nú inoro 
Número

Numero

o ~  os la primera derivada de la función / (x)aJ?
o —  , la n-ésima derivada de la función /  (x)dxn '
es el símbolo de la integral indefinida

el símbolo do la integral definida

es el máximo 
el mínimo

-  2,718281828... 
n *- 3,141592(553... (n es ia razón entre la longitud 

de la circunferencia y el diámetro)
M (módulo de conversión) =  0,434294481...
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